
 
 

 

 

 

 

Zestaw 2 

 

 

GIMNAZJUM 

1. W trapezie równoramiennym 𝐴𝐵𝐶𝐷, w którym 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷, opuszczono wysokość 𝐵𝐻 

i poprowadzono przekątną 𝐵𝐷. Przekątna ta jest dwusieczną kąta 𝐶𝐷𝐴. Udowodnij, że 

kąt 𝐻𝐵𝐷 jest równy sumie kątów 𝐴𝐵𝐻 i 𝐶𝐵𝐷.  

 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku (kąt 𝐶𝐵𝐷 ma taką samą miarę jak kąt 𝐴𝐷𝐵, bo są 

to kąty naprzemianległe).  

Zauważmy, że 𝛽 = 90° − 2𝛼 (z trójkąta ABH) oraz 𝑥 = 90° − 𝛼 (z trójkąta HDB) 

𝛼 + 𝛽 = 𝑥    bo    𝛼 + 90° − 2𝛼 = 90° − 𝛼   

 

2. Uzasadnij, że nie istnieją takie liczby całkowite 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, że  

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 = 2024    i   𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒 = 32023 

Iloczyn 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒 jest nieparzysty, bo jest potęgą trójki. To oznacza, że każda z liczb 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 

jest nieparzysta. Liczba 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 też jest nieparzysta jako suma pięciu liczb 

nieparzystych. Nie może więc równać się 2024. 

3. Znajdź takie dwie liczby 𝑎 i 𝑏, aby 

𝑎 + 𝑏 = 𝑎 ∙ 𝑏 =
𝑎

𝑏
 

Pokażemy, że jedyną taką parą jest 𝑎 =
1

2
, 𝑏 = −1. 

Z równości 𝑎 ∙ 𝑏 =
𝑎

𝑏
 wynika, że 𝑎 = 0 lub 𝑏2 = 1. 

Załóżmy, że 𝑎 = 0. Wówczas z 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 ∙ 𝑏 wynika, że 𝑏 = 0. Wtedy jednak 



 
 

niewykonalne jest dzielenie 
𝑎

𝑏
. Ten przypadek odpada. 

Załóżmy, że 𝑏 = 1. Wówczas z 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 ∙ 𝑏 wynika sprzeczność 𝑎 + 1 = 𝑎. 

Pozostaje przypadek 𝑏 = −1. Wtedy 𝑎 − 1 = −𝑎, czyli 𝑎 =
1

2
. 

LICEUM 
1. Wewnątrz kwadratu 𝐴𝐵𝐶𝐷 obrano punkt 𝑀 w równej odległości od boku 𝐶𝐷 i od 

wierzchołków 𝐴 i 𝐵. Jaką część pola kwadratu stanowi pole trójkąta 𝐴𝐵𝑀?  

 

Oznaczmy bok kwadratu przez 𝑎, a odległość punktu 𝑀 od wierzchołka 𝐴 przez 𝑥. 

Stosując twierdzenie Pitagorasa do trójkąta 𝐴𝑀𝐸 dostajemy: 

(0,5𝑎)2 + (𝑎 − 𝑥)2 = 𝑥2 

𝑥 =
5

8
𝑎 

𝑎 − 𝑥 =
3

8
𝑎 

Teraz możemy liczyć pole trójkąta 𝐴𝐵𝑀 

𝑃 =
1

2
∙ 𝑎 ∙

3

8
𝑎 =

3

16
𝑎2 

 

2. Oblicz √11…1⏟  
2𝑛

− 22…2⏟  
𝑛

 

Oznaczmy liczbę 11…1⏟  
𝑛

 przez 𝑥. Wówczas 11…1⏟  
2𝑛

− 22…2⏟  
𝑛

= 10𝑛𝑥 + 𝑥 − 2𝑥 =

10𝑛𝑥 − 𝑥 = 99…9⏟  
𝑛

∙ 𝑥 = 9𝑥 ∙ 𝑥 = 9𝑥2 

Mamy więc: 

√11…1⏟  
2𝑛

− 22…2⏟  
𝑛

= √9𝑥2 = 3𝑥 = 33…3⏟  
𝑛

 

3. Ile wynosi suma liczb n-tego wiersza trójkątnej tablicy: 



 
 

1 

2 3 

4 5 6 

7 8 9 10 

11 12 13 14 15 

………………………………………….? 

Odpowiedź uzasadnij. 

Po pierwsze zauważmy, że ostatnimi liczbami kolejnych wierszy są: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 

28… Są to tzw. liczby trójkątne: 𝑛-ta liczba trójkątna jest sumą 𝑛 kolejnych liczb 

naturalnych (np. czwarta liczba trójkątna 10 jest sumą czterech kolejnych liczb 

naturalnych 1 + 2 + 3 + 4) i jako taka wyraża się wzorem 
(1+𝑛)∙𝑛

2
. 

Sumę liczb 𝑛-tego wiersza policzymy odejmując od sumy wszystkich liczb aż do 𝑛-tego 

wiersza sumę wszystkich liczb do (𝑛 − 1)–szego wiersza. 

Ostatnią liczbą 𝑛-tego wiersza jest 
(1+𝑛)∙𝑛

2
. Wszystkie liczby aż do końca 𝑛-tego wiersza 

dają więc sumę 

1 +
(1 + 𝑛) ∙ 𝑛

2
2

∙
(1 + 𝑛) ∙ 𝑛

2
=
𝑛4 + 2𝑛3 + 3𝑛2 + 2𝑛

8
 

W podobny sposób liczymy sumę wszystkich liczb aż do końca (𝑛 − 1)–szego wiersza. 

1 +
(1 − 𝑛) ∙ 𝑛

2
2

∙
(1 − 𝑛) ∙ 𝑛

2
=
𝑛4 − 2𝑛3 + 3𝑛2 − 2𝑛

8
 

Suma liczb n-tego wiersza wynosi więc 

𝑛4 + 2𝑛3 + 3𝑛2 + 2𝑛

8
−
𝑛4 − 2𝑛3 + 3𝑛2 − 2𝑛

8
=
𝑛3 + 𝑛

2
 


