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MATEMATYKI

Zestaw 2

GIMNAZJUM

1. W trapezie rownoramiennym ABCD, w ktorym AB = CD, opuszczono wysokos¢ BH
i poprowadzono przekqgtnqg BD. Przekgtna ta jest dwusieczng kqta CDA. Udowodnij, ze
kgt HBD jest rowny sumie kqtow ABH i CBD.
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Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku (kat CBD ma taka samg miare jak kat ADB, bo s3
to katy naprzemianlegte).

Zauwazmy, ze f = 90° — 2« (z tréjkata ABH) oraz x = 90° — « (z trojkata HDB)
a+f=x bo a+90°—-2a=90°—-«a

2. Uzasadhnij, Ze nie istniejq takie liczby catkowite a, b, c,d, e, ze
a+b+c+d+e=2024 i abcde = 32023

lloczyn abcde jest nieparzysty, bo jest potegg trojki. To oznacza, ze kazda z liczb a, b, c,d, e,
jest nieparzysta. Liczba a + b + ¢ + d + e tez jest nieparzysta jako suma pieciu liczb
nieparzystych. Nie moze wiec réwnac sie 2024.

3. Znajdz takie dwie liczby a i b, aby
tb=abh=—
a =a'b=-—
b
Pokazemy, ze jedyng taka parg jest a = %, b =—-1.
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Zréwnosci a - b = ~wynika, ze a = 0 lub b? =1.

Zatdézimy, ze a = 0. Wéwczasza + b = a - b wynika, ze b = 0. Wtedy jednak



niewykonalne jest dzielenie %. Ten przypadek odpada.
Zatézmy, ze b = 1. Woéwczas za + b = a - b wynika sprzeczno$¢a + 1 = a.
Pozostaje przypadek b = —1. Wtedya — 1 = —a, czylia = %

LICEUM
1. Wewngqtrz kwadratu ABCD obrano punkt M w rownej odlegtosci od boku CD i od

wierzchotkow A i B. Jakq czesc¢ pola kwadratu stanowi pole trojkqgta ABM?
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Oznaczmy bok kwadratu przez a, a odlegto$¢ punktu M od wierzchotka A przez x.
Stosujgc twierdzenie Pitagorasa do trojkata AME dostajemy:

(0,5a)? + (a — x)? = x?

5
x=ga
3
a-x=ga

Teraz mozemy liczy¢ pole trojkata ABM

2n n

2. Oblichll 1-=22..2

Oznaczmy liczbe 11 ...1 przez x. Wéwczas 11...1 - 22 ..2 =10"x + x — 2x =

| |
n 2n n

10"x —x=99..9-x =9x-x = 9x?
n

Mamy wiec:

\/11 1—-22..2=49x2=3x=233..3
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3. lle wynosi suma liczb n-tego wiersza trojkgtnej tablicy:



Odpowiedz uzasadnij.

Po pierwsze zauwazmy, ze ostatnimi liczbami kolejnych wierszy s3: 1, 3, 6, 10, 15, 21,
28... Sg to tzw. liczby trdjkatne: n-ta liczba trdjkatna jest suma n kolejnych liczb

naturalnych (np. czwarta liczba tréjkatna 10 jest sumg czterech kolejnych liczb
(1+n)n

naturalnych 1 + 2 + 3 + 4) i jako taka wyraza sie wzorem

Sume liczb n-tego wiersza policzymy odejmujgc od sumy wszystkich liczb az do n-tego
wiersza sume wszystkich liczb do (n — 1)—szego wiersza.

1+n)n

Ostatnig liczbg n-tego wiersza jest ( . Wszystkie liczby az do konca n-tego wiersza

dajg wiec sume

14+n)'n
1+(T) (1+n)-n_ n*+2n°+3n°+2n
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W podobny sposdb liczymy sume wszystkich liczb az do korica (n — 1)—szego wiersza.
1—-n)'n
1+% (1—n)-n_n4—2n3+3n2—2n
2 2 B 8

Suma liczb n-tego wiersza wynosi wiec
n*+2n®+3n*+2n n*-2n°+3n*-2n nd+n
8 B 8 )




