Zestaw 3

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Rozwiqz w liczbach catkowitych rownanie
x-y-(x+2023y) = 20232023

Dane réwnanie nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych. Prawa strona jest nieparzysta.
Pokazemy, ze lewa jest parzysta, niezaleznie od tego, jakie liczby catkowite podstawimy za
x iy. Jesdli ktéras z nich jest parzysta, to oczywiscie caty iloczyn x -y - (x + 2023y) jest
parzysty. Jesli obie sg nieparzyste, to rowniez nieparzysta jest liczba 2023y, a tym samym
suma x + 2023y jest parzysta.

Poniewaz nie moze by¢ réwnosci miedzy liczbg parzystg a liczbg nieparzystg, nasze rdwnanie
nie ma rozwigzan.

2. Dane sq dwa kwadraty, jeden przy drugim, o bokach
a i b. Wyznacz stosunek pdl: zamalowanej czesci duzego kwadratu i tegoz kwadratu.
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Zamalowana figura jest trapezem o podstawach a i x oraz o wysokosci a.
Policzymy najpierw dtugosc¢ x. Z twierdzenia Talesa:
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Stosunek zamalowanej czes$ci duzego kwadratu do tegoz kwadratu wynosi wiec S




3. Wiadomo, ze x + i = 12. lle wynosi x* + x—12 ?

Podniesmy obie strony réwnosci x + % = 12 do kwadratu. Dostaniemy kolejno:
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KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Wspdfczynniki a, b, ¢, d wielomianu W (x) = x* + ax3 + bx? + cx + d sq liczbami
catkowitymi nieparzystymi. Udowodnic, ze wielomian ten nie posiada pierwiastkow
catkowitych.

Zatézmy, ze liczba catkowita x jest pierwiastkiem wielomianu W (x). Niezaleznie od
parzystosci liczby x, liczba xo* + ax,® + bxg? + cxo + d jest nieparzysta (sprawdz to), nie
moze wiec sie rownac 0, ktore jest parzyste.

2. Wykaz, ze liczba 3°* — 327 - 212 4 224 jest ztozona.
Oznaczmy 327 = a, 212 = b. Nasza liczba réwna sie wtedy a? — ab + b?. Poprzeksztatcajmy:

a2 —ab + b* = (a + b)? — 3ab = (3% + 212)? — 32812
— (327 + 212 _ 314—26)(327 + 212 + 314—26)
To, ze liczba 327 + 212 — 31426 jest wieksza od 1 wynika z faktu, ze 3142 jest mniejsze od

327,

3. W czworokgcie wypuktym srodki bokow potgczono z wierzchotkami tak, jak na rysunku.
Udowodnij, Ze pole czerwonego czworokqta jest rowne sumie pdl niebieskich tréjkgtow.
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Oznaczmy punkty jak na rysunku. Poprowadzmy odcinek AE. Trojkaty HAE i GHE maja
jednakowe pola (dlaczego?). Rowniez jednakowe pola majg tréjkaty CDA i DEA. Oznacza to,
ze pole czworokata ADEH stanowi potowe pola czworokata ACEG. Podobnie wykazemy, ze
pole czworokagta BCFG stanowi potowe pola czworokata ACEG.

Oznaczmy pola obszardow, na ktére podzielilismy czworokat ACEG, jak na rysunku ponizej.

A

Dostajemy rownosci
a+b+c+g+h+i=d+e+f
at+td+g+c+f+i=b+e+h
Po dodaniu stronami i redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy:
atct+gti=e



