
 
 

 

 

 

 

Zestaw 7 

 

GIMNAZJUM 

1. Ciąg Fibonacciego określony jest następująco: dwa pierwsze wyrazy są równe 1, a 

każdy następny jest sumą dwóch poprzednich. 

𝐹1 = 𝐹2 = 1 

𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛 

Ustal, czy liczba 𝐹2023 jest parzysta. 

Trzeci wyraz ciągu Fibonacciego jest sumą dwóch liczb nieparzystych, więc jest 

parzysty, czwarty i piąty są nieparzyste jako sumy liczby parzystej i nieparzystej, szósty 

znowu parzysty i tak dalej. Dostajemy więc, że wyrazy o indeksach podzielnych przez 3 

są parzyste. Liczba 𝐹2023 nie spełnia tego warunku, więc jest nieparzysta. 

 

2. Podaj wszystkie pary liczb całkowitych dodatnich spełniających równanie  

202𝑛 + 3𝑚 = 2023 

Przekształćmy nasze równanie: 

3𝑚 = 2023 − 202𝑛 

 

Lewa strona jest dodatnia. Żeby prawa była dodatnia 𝑛 musi być mniejsze od 11. Lewa 

strona jest podzielna przez 3. Żeby prawa była parzysta, 𝑛 musi dawać resztę 1 z 

dzielenia przez 3. Nasze równanie ma więc 4 rozwiązania. Są to pary (𝑛, 𝑚): (1, 607), 

(4, 405), (7, 203), (10, 1). 

 

3.Czy istnieje trójkąt prostokątny, którego jeden z boków ma długość 2023, a długości 

pozostałych boków wyrażają się liczbami całkowitymi? 

Taki trójkąt istnieje i to nie jeden. Przykładowe trójkąty mogą mieć boki 2023, 6936, 

7225 lub 952, 1785, 2023. Szukanie takich trójkątów ułatwia twierdzenie mówiące, że 

mając dwie liczby naturalne 𝑚 i 𝑛, 𝑚 > 𝑛, możemy dostać trójkę pitagorejską  𝑎, 𝑏, 𝑐 

tak: 𝑎 = 𝑚2 − 𝑛2, 𝑏 = 2𝑚𝑛, 𝑐 = 𝑚2 + 𝑛2 

   



 
 

 
 

LICEUM 
1. Wiadomo, że  

−𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝑎
=

𝑎 − 𝑏 + 𝑐

𝑏
=

𝑎 + 𝑏 − 𝑐

𝑐
 

Oblicz wartość wyrażenia 
(𝑎+𝑏)(𝑏+𝑐)(𝑐+𝑎)

𝑎𝑏𝑐
 

Równość   
−𝑎+𝑏+𝑐

𝑎
=

𝑎−𝑏+𝑐

𝑏
=

𝑎+𝑏−𝑐

𝑐
     można zapisać tak: 

 −1 +
𝑏+𝑐

𝑎
= −1 +

𝑎+𝑐

𝑏
= −1 +

𝑎+𝑏

𝑐
. Oznacza to, że 

𝑏+𝑐

𝑎
=

𝑎+𝑐

𝑏
=

𝑎+𝑏

𝑐
 

Z pierwszej równości mamy 𝑏2 + 𝑏𝑐 = 𝑎2 + 𝑎𝑐  i dalej 

𝑎2 − 𝑏2 = 𝑏𝑐 − 𝑎𝑐 
(𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏) = −𝑐(𝑎 − 𝑏) 

𝑎 = 𝑏   lub 𝑎 + 𝑏 = −𝑐 

a) 𝑎 = 𝑏 

Wówczas równość 
𝑎+𝑐

𝑏
=

𝑎+𝑏

𝑐
 przybiera postać 

𝑎+𝑐

𝑎
=

2𝑎

𝑐
 i dalej 

𝑎𝑐 + 𝑐2 = 2𝑎2 

𝑎𝑐 − 𝑎2 = 𝑎2 − 𝑐2 

−𝑎(𝑎 − 𝑐) = (𝑎 − 𝑐)(𝑎 + 𝑐) 

𝑎 = 𝑐 lub 𝑐 = −2𝑎 

Jeśli 𝑎 = 𝑐 to  
2𝑎

𝑐
= 2, a co za tym idzie  

𝑏+𝑐

𝑎
=

𝑎+𝑐

𝑏
=

𝑎+𝑏

𝑐
= 2 

Jeśli 𝑐 = −2𝑎 to 
2𝑎

𝑐
= −1 a co za tym idzie  

𝑏+𝑐

𝑎
=

𝑎+𝑐

𝑏
=

𝑎+𝑏

𝑐
= −1 

b) 𝑎 + 𝑏 = −𝑐 

Wówczas 
𝑎+𝑏−𝑐

𝑐
=

−2𝑐

𝑐
= −2 i co za tym idzie  

𝑏+𝑐

𝑎
=

𝑎+𝑐

𝑏
=

𝑎+𝑏

𝑐
= −1 

 (bo  
𝑎+𝑏

𝑐
=  

𝑎+𝑏−𝑐

𝑐
+ 1) 

Ostatecznie 
(𝑎+𝑏)(𝑏+𝑐)(𝑐+𝑎)

𝑎𝑏𝑐
=

𝑏+𝑐

𝑎
∙

𝑎+𝑐

𝑏
∙

𝑎+𝑏

𝑐
  może się równać 8 lub −1. 

 

2. W pewnym turnieju wzięło udział 𝑛 drużyn (𝑛 > 2). Każda drużyna rozegrała z każdą 

dokładnie jeden mecz i nie zanotowano remisów. Udowodnij, że jeżeli pewne dwie 

drużyny wygrały tę samą ilość meczów, to znalazły się takie trzy drużyny A, B, C, że 

drużyna A wygrała z drużyną B, drużyna B wygrała z drużyną C, drużyna C wygrała z 

drużyną A. 

Załóżmy, że drużyny A i B wygrały po k meczów, dodatkowo załóżmy, że drużyna A 

wygrała z drużyną B (nie zmniejsza to ogólności rozumowania). Oznaczmy przez 



 
 

𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑘 drużyny, z którymi wygrała drużyna B. Gdyby drużyna A wygrała ze 

wszystkimi drużynami 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑘, miałaby 𝑘 + 1 zwycięstw wbrew założeniu, 

musiała więc przegrać z jedną z nich i to właśnie ta drużyna wraz z drużynami A i B 

tworzy trójkę o której mowa w zadaniu. 

3. W koło wielkie kuli o promieniu r wpisano kwadrat. Wykaż, że suma kwadratów 

odległości dowolnego punktu P powierzchni kuli od wierzchołków kwadratu jest równa 

8𝑟2. 

Oznaczmy wierzchołki kwadratu przez A, B, C, D, a odległości punktu P od tych 

wierzchołków odpowiednio przez 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑. Weźmy przekrój kuli zawierający punkty A, 

C i P. Jest to koło, w którym odcinek AC jest średnicą. Z tego wynika, że trójkąt ACP jest 

prostokątny o przeciwprostokątnej równej 2𝑟. Otrzymujemy więc 𝑎2 + 𝑐2 = 4𝑟2. 

Podobnie pokażemy, że 𝑏2 + 𝑑2 = 4𝑟2. Po dodaniu stronami dostajemy tezę zadania. 


