MAfEMATYKl

Zestaw 7

GIMNAZJUM

1. Cigg Fibonacciego okreslony jest nastepujgco: dwa pierwsze wyrazy sq rowne 1, a
kazdy nastepny jest sumg dwoch poprzednich.

F,=F=1

Foyo =F +

Ustal, czy liczba F,,5 jest parzysta.

Trzeci wyraz ciggu Fibonacciego jest sumg dwoch liczb nieparzystych, wiec jest
parzysty, czwarty i pigty sg nieparzyste jako sumy liczby parzystej i nieparzystej, szésty
znowu parzysty i tak dalej. Dostajemy wiec, ze wyrazy o indeksach podzielnych przez 3
sg parzyste. Liczba F,,3 nie spetnia tego warunku, wiec jest nieparzysta.

2. Podaj wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich spetniajgcych rownanie
202n+ 3m = 2023

Przeksztat¢my nasze réwnanie:
3m = 2023 - 202n

Lewa strona jest dodatnia. Zeby prawa byta dodatnia n musi by¢ mniejsze od 11. Lewa
strona jest podzielna przez 3. Zeby prawa byta parzysta, n musi dawaé reszte 1 z
dzielenia przez 3. Nasze réwnanie ma wiec 4 rozwigzania. Sg to pary (n,m): (1, 607),
(4, 405), (7, 203), (10, 1).

3.Czy istnieje tréjkqt prostokqtny, ktorego jeden z bokdw ma dfugosc¢ 2023, a dfugosci
pozostatych bokow wyrazajq sie liczcbami catkowitymi?

Taki tréjkat istnieje i to nie jeden. Przyktadowe tréjkaty mogg miec boki 2023, 6936,
7225 lub 952, 1785, 2023. Szukanie takich tréjkatow utatwia twierdzenie méwigce, ze
majac dwie liczby naturalne m i n, m > n, mozemy dostac tréjke pitagorejska a, b, c
tak: a = m? —n?, b = 2mn, c = m? + n?



LICEUM
1. Wiadomo, zZe
—a+b+c a—-b+c a+b-—c
a B b B c

(a+b)(b+c)(c+a)
abc

Oblicz wartosc¢ wyrazenia

—a+b+c a—b+c a+b-c

Rownos¢é =, T mozna zapisac tak:
b+c a+c a+b . b+c a+c a+b
—-14+4—=—-14—= -1+ —0znaczato, ze = =
a b c a b c

Z pierwszej réwnosci mamy b? + bc = a? + ac idalej
a’? —b%? =bc—ac
(a—b)(a+b) =—c(a—D>b)
a=b luba+b=—c

a)a=>,
, , ,, a+c a+b . , a+c 2a . .
Wodwczas rownosé = przybiera postac = dalej
ac + c? = 2a?
ac —a® = a? — c?
—ala—c)=(a—c)(a+c)

a=clubc=-2a
Jedlia =cto ZTa = 2, a co za tym idzie b;rc = a;—c = a:b =2
Jedlic = —2ato22=—1acoza tym idzie bte _ate_atb_ 94
c a b c
b)a+b=—c
Wdéweczas a+f_c = _CZC = —2ico za tym idzie b;rc = a;rc = ajb =-1

(bO a+b _ a+ICJ—c+ 1)

c

(a+b)(b+c)(c+a) _ b+c a+c a+b
abc T a b

Ostatecznie moze sie rownac 8 lub —1.

2. W pewnym turnieju wzieto udziat n druzyn (n > 2). Kazda druzyna rozegrata z kazdg
doktadnie jeden mecz i nie zanotowano remisow. Udowodnij, ze jezeli pewne dwie
druzyny wygraty te samq ilos¢ meczow, to znalazty sie takie trzy druzyny A, B, C, ze
druzyna A wygrata z druzynq B, druzyna B wygrata z druzynq C, druzyna C wygrata z
druzyng A.

Zatézmy, ze druzyny A i B wygraty po k meczow, dodatkowo zatézmy, ze druzyna A
wygrata z druzyng B (nie zmniejsza to ogdlnosci rozumowania). Oznaczmy przez



Cy, Cy, ..., Cy, druzyny, z ktérymi wygrata druzyna B. Gdyby druzyna A wygrata ze
wszystkimi druzynami C;, C,, ..., Ci, miataby k + 1 zwyciestw wbrew zatozeniu,
musiata wiec przegrac z jedng z nich i to wtasnie ta druzyna wraz z druzynami A i B
tworzy tréjke o ktdrej mowa w zadaniu.

3. W koto wielkie kuli o promieniu r wpisano kwadrat. Wykaz, ze suma kwadratow
odlegtosci dowolnego punktu P powierzchni kuli od wierzchotkdw kwadratu jest rowna
8r2.

Oznaczmy wierzchotki kwadratu przez A, B, C, D, a odlegtosci punktu P od tych
wierzchotkéw odpowiednio przez a, b, ¢, d. Wezmy przekrdj kuli zawierajgcy punkty A,
Ci P. Jest to koto, w ktérym odcinek AC jest srednica. Z tego wynika, ze trojkat ACP jest
prostokatny o przeciwprostokatnej réwnej 2r. Otrzymujemy wiec a? + ¢? = 4r2.
Podobnie pokazemy, ze b? + d? = 4r2. Po dodaniu stronami dostajemy teze zadania.



