
 
 

 

 

 

 

Zestaw 8 

 

KLASY PIERWSZE I DRUGIE 

1. Udowodnij, że istnieje nieskończenie wiele trójek (𝑎, 𝑏, 𝑐) dodatnich liczb całkowitych 

spełniających równość. 

𝑎3 + 3𝑏6 = 𝑐2 

Wystarczy wziąć 𝑏 – dowolna liczba całkowita dodatnia, 𝑎 = 𝑏2, 𝑐 = 2𝑏3 

2. Wiadomo, że 𝑎 > 𝑏 > 0 oraz 𝑎2 + 𝑏2 = 6𝑎𝑏. Oblicz, ile wynosi  
𝑎+𝑏

𝑎−𝑏
. 

Obliczymy najpierw kwadrat liczby 
𝑎+𝑏

𝑎−𝑏
. 

(
𝑎 + 𝑏

𝑎 − 𝑏
)
2

=
𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏

𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏
=
6𝑎𝑏 + 2𝑎𝑏

6𝑎𝑏 − 2𝑎𝑏
= 2 

Tak więc 
𝑎+𝑏

𝑎−𝑏
= √2 

3. Uzasadnij, że suma iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych i jedności jest kwadratem 

liczby naturalnej.   

𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3) + 1 = 𝑛(𝑛 + 3)(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) + 1

= (𝑛2 + 3𝑛)(𝑛2 + 3𝑛 + 2) + 1 = (𝑛2 + 3𝑛)2 + 2(𝑛2 + 3𝑛) + 1

= (𝑛2 + 3𝑛 + 1)2 

 
KLASY TRZECIE I CZWARTE 

1. W sześciokącie ABCDEF przeciwległe boki są równe i równoległe. Udowodnij, że pole 

trójkąta ACE jest równe połowie pola sześciokąta ABCDEF. 

 



 
 

Dorysujmy punkt X tak, żeby czworokąt AXEF był równoległobokiem. Wówczas również 

czworokąty ABCX i XCDE są równoległobokami i trójkąt ACE zawiera połowę z każdego z tych 

równoległoboków. 

2. Dany jest trójkąt ABC, w którym ∢ACB = 60◦. Na bokach BC i AC leżą odpowiednio takie 

punkty D i E, że BD = DE = EA. Udowodnij, że ∢ABE = 30◦. 

 

Dorysujmy punkt X tak, żeby czworokąt XBDE był równoległobokiem, a więc rombem. 

Odcinki EX i EA są równej długości i kąt między nimi to 60, więc trójkąt AXE jest 

równoboczny. Ponieważ odcinki XA, XB i XE są równej długości, punkt X jest środkiem okręgu 

przechodzącego przez punkty A, B i E. Kąt ABE ma 30, bo jest to kąt wpisany, oparty na tym 

samym łuku, co kąt AXE. 

3. W czworokącie wypukłym ABCD przekątne AC i BD są równej długości. Punkty M i N są 

odpowiednio środkami boków AD i BC. Wykaż, ze prosta MN tworzy równe kąty z 

przekątnymi AC i BD. 

 

Dorysujmy punkty P (środek boku AB) i Q (środek boku CD). Korzystając z twierdzenia o 

odcinku łączącym środki ramion trójkąta udowodnimy, że czworokąt PNQM jest rombem 

(wspomniane twierdzenie orzeka, że odcinek łączący środki ramion trójkąta jest równoległy 

do podstawy i dwa razy od niej krótszy). Odcinki MP i NQ obydwa są równoległe do 

przekątnej BD i dwa razy od niej krótsze, a odcinki PN i MQ są równoległe do przekątnej AC i 

dwa razy od niej krótsze. Ponieważ obie przekątne były równej długości, więc w czworokącie 

PNQM wszystkie boki mają jednakową długość. 


