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Zestaw 8

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Udowodnij, ze istnieje nieskoriczenie wiele trdjek (a, b, c) dodatnich liczb catkowitych
spetniajgcych rownosc.
a® + 3b® = ¢?

Wystarczy wzigé b — dowolna liczba catkowita dodatnia, a = b?, ¢ = 2b3

2. Wiadomo, 2e a > b > 0 oraz a? + b? = 6ab. Oblicz, ile wynosi Z_tzt;’

Obliczymy najpierw kwadrat liczby %.

<a+b)2_a2+b2+2ab 6ab + 2ab _
a—b) a?+b%2—2ab 6ab-—2ab

. _a+b
Tak wiec — = V2
3. Uzasadnij, ze suma iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych i jednosci jest kwadratem

liczby naturalnej.

nm+1)n+2)(n+3)+1=n(n+3)(n+1)(n+2)+1
=M?>+3nM?>+3n+2)+1=m*>+3n)?+2n*>+3n) +1
=(n?+3n+1)>2

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. W szesciokgcie ABCDEF przeciwlegte boki sq rowne i rownolegte. Udowodnij, ze pole
tréojkqgta ACE jest rowne potowie pola szesciokgta ABCDEF.
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Dorysujmy punkt X tak, zeby czworokat AXEF byt rownolegtobokiem. Wéwczas rowniez
czworokaty ABCX i XCDE sg réownolegtobokami i trojkat ACE zawiera potowe z kazdego z tych
rownolegtobokow.

2. Dany jest trojkqt ABC, w ktorym XACB = 60°. Na bokach BC i AC lezq odpowiednio takie
punkty D i E, ze BD = DE = EA. Udowodnij, ze XABE = 30-.
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Dorysujmy punkt X tak, zeby czworokat XBDE byt réwnolegtobokiem, a wiec rombem.
Odcinki EX i EA sg réwnej dtugosci i kgt miedzy nimi to 60°, wiec tréjkat AXE jest
rownoboczny. Poniewaz odcinki XA, XB i XE sg rownej dtugosci, punkt X jest Srodkiem okregu
przechodzgcego przez punkty A, Bi E. Kgt ABE ma 30°, bo jest to kgt wpisany, oparty na tym
samym tuku, co kat AXE.

3. W czworokgqcie wypuktym ABCD przekqtne AC i BD sq rownej dfugosci. Punkty M i N sq
odpowiednio srodkami bokow AD i BC. Wykaz, ze prosta MN tworzy rowne kqty z
przekqgtnymi AC i BD.
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Dorysujmy punkty P (sSrodek boku AB) i Q (srodek boku CD). Korzystajac z twierdzenia o
odcinku fgczacym $rodki ramion tréjkata udowodnimy, ze czworokat PNQM jest rombem
(wspomniane twierdzenie orzeka, ze odcinek tgczacy srodki ramion tréjkata jest réwnolegty
do podstawy i dwa razy od niej krotszy). Odcinki MP i NQ obydwa sg réwnolegte do
przekatnej BD i dwa razy od niej krotsze, a odcinki PN i MQ sg rownolegte do przekatnej AC i
dwa razy od niej krétsze. Poniewaz obie przekatne byty rownej dtugosci, wiec w czworokacie
PNQM wszystkie boki majg jednakowa dtugosé.



