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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych p + 4 jest kwadratem liczby naturalne;.

Niech p + 4 = k2. Wéwczasp = k? — 4 = (k — 2)(k + 2). Poniewaz liczba p jest pierwsza,
k—2=1czylik =3,ap=5.

2. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, q, 1, dla ktérych pqr = 5(p + q + r).

Prawa strona jest podzielna przez 5, wiec lewa strona tez, ale lewa strona to iloczyn liczb
pierwszych, wiec jedna z nich rowna sie 5. Niech to bedzie p. Nasza rdwnos¢ przybiera teraz
postac:
5-q-r=55+q+717)
czyli
q-r=5+q+r

Przeksztatcamy naszg rownosé tak, aby lewa strona przybrata postac iloczynu (to bardzo
wazna metoda rozwigzywania rownan, warto jg znac).

q-r-q-r+1=26

q-(r-1D-@-1)=6

@-1-(@-1)=6
Liczby (g - 1) i (r - 1) sg naturalne bo liczby q i r sg pierwsze. Moga to wiec by¢ 1i 6 lub 2 i
3. W pierwszym przypadku dostajemyq = 2ir = 7,wdrugimqg = 3ir = 4,ale4nie
jest liczbg pierwsza. Ostatecznie dostajemy jako rozwigzanie zbidr {2, 5, 7} i wszystkie
permutacje tego zbioru (czyli te liczby w innej kolejnosci).

3. Udowodhnij, ze jesli liczby p i p? + 2 sq pierwsze, to liczba p3 + 2 tez jest pierwsza.

Aby liczby p i p% + 2 byly pierwsze, liczba p musi sie réwnac 3. Jesli p nie jest podzielne przez
3 liczba p? daje reszte 1 dzielenia przez 3 i wéwczas liczba p? + 2 jest podzielna przez 3 i
wiekszaniz3.Dlap = 3,p? + 2 = 11,ap3 + 2 = 29.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Dtugosci bokéw czworokgta wypuktego ABCD sq rowne kolejno a, b, c oraz d.
Udowodnié, ze
2 - Pole(ABCD) < ac + bd.

Oznaczmy przez e i f przekatne czworokata ABCD, a przez a kat miedzy przekatnymi.
Wowczas



1
2 - Pole(ABCD) = 2 -Eef sina <ef <ac+ bd

Ostatnia nieréwnos¢ wynika z twierdzenia Ptolemeusza.

2. Dwusieczna kgta ACB przecina okrgg opisany na tréjkqcie ABC w punkcie D + C.
Udowodnic, ze 2|CD| > |AC| + |BC].

c

A B
N/
Odcinki AD i DB sg rownej dtugosci, bo tuki AD i DB sg réwne (CD jest dwusieczng). Oznaczmy
je przez x. Woéwczas z twierdzenia Ptolemeusza:
AC-x+BC-x=CD-AB <CD-2x
Ostatnia nieréwnosc¢ wynika z nierownosci trdjkata dla trojkata ABD. Teraz wystarczy

otrzymanag nierdwnos¢ podzieli¢ obustronnie przez x.

3. W wiadrze jest co najmniej 10 litrow mleka. Czy mozZzna odlac z niego doktadnie 6 litrow,
postugujgc sie dwoma naczyniami o pojemnosci odpowiednio 9i 5 litrow?

Przyjmijmy, ze zapis [x, y, z] oznacza: w wiadrze jest x litréw mleka, w naczyniu
dziewieciolitrowym vy litréw, a w naczyniu pieciolitrowym z litréw. Niech a (a = 10) oznacza
ilos¢ mleka w wiadrze na poczatku. Kolejne przelewania moga wygladacd tak:

[a,0,0]- [a—5,0,5]- [a —5,5,0]- [a — 10,5,5]- [a — 10,9, 1]-
[a—1,0,1]- [a—1,1,0] - [a—6,1,5] - [a — 6,6,0]



