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Zestaw 11 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Udowodnij,z'e\/3—\/§+\/5—m+\/7—m=1

\/3—2x/i+\/5—2x/8+\/7—4x/§=\/(x/i—l)2+\/(x/§—x/§)2+\/(2—x/§)z
=|V2-1|+|V3-V2|+[2-V3|=V2-1+V3-V2+2-+V3=1
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2. Wyka:, ze liczba jest niewymierna

Zrobimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze vs-v2 _ w, gdzie w jest liczbg wymierna.

NE
V5-v2
V3-2
V5 —-v2 =w(v3 -+2)
5-2V10+4+2=w?B-2V6+2)
2w?V6 — 2410 = 5w2 — 7
24w* — 8w2V60 + 40 = (5w? — 7)?

w

Z ostatniej rownosci wynika, ze V60 jest liczbg wymierng i mamy sprzecznosc.

3. Udowodnij, ze jezeli liczby catkowite a, b, ¢ spetniajg rownosc¢ a® + b? = c? to jedna z liczb
a, b jest podzielna przez 3.

Udowodnimy najpierw, ze kwadrat liczby catkowitej moze przy dzieleniu przez 3 dawac
jedynie reszte 0 lub 1 (nigdy 2).

Kazdg liczbe catkowitg mozemy przedstawié w postaci 3k, 3k + 1 lub 3k + 2.

Policzymy kwadraty w kazdym z tych przypadkow:
(3k)? = 9k?
(Bk+1)2=9k*+6k+1=3Bk*+2k)+1
Bk +2)2 =9k* +12k+4=3@k*+4k+1)+ 1

Gdyby zadna z liczb a, b nie byta podzielna przez 3, to ich kwadraty dawatyby reszte 1 z
dzielenia przez 3, wiec ich suma databy reszte 2. To by oznaczato, ze liczba c? daje reszte 2 z
dzielenia przez 3, a to jest niemozliwe.



KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Punkt P lezy na boku CD rownolegtoboku ABCD, przy czym ADBA = ACBP. Punkt O jest
srodkiem okregu przechodzgcego przez punkty D i P oraz stycznego do prostej AD w punkcie
D. Wykazac, ze AO = OC.

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze AO? = a? + r2. Pokazemy, ze OC? tez ma taka warto$¢.
Z podobienstwa tréjkatow DAB i PCB wynika proporcja % = % czylib - PC = a?. Z drugiej
strony zauwazamy, ze b - PC jest potegg punktu C wzgledem okregu z zadania, czyli

b-PC = 0C? —r?. Dostajemy wiec 0C? — r? = a? czyli 0C? = a? + r2.

2. Udowodnij, ze jezeli liczba 1 + 3™ + 5" jest pierwsza, to n jest podzielne przez 12.

Wypiszmy 12 pierwszych liczb postaci 1 + 3™ + 5"

n 1+ 3"+5" podzielne przez
93

35 |5
153 | 3
707 | 7
3369 | 3
16355 | 5
3
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80313
397187
1972809
9824675
49005273
12 244672067 | liczba pierwsza

Stawiamy wiec hipoteze, ze:
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a) jezeli n jest nieparzyste, to nasza liczba jest podzielna przez 3,

b) jesli daje reszte 2 przydzieleniu przez 4 to jest podzielna przez 5,

c) jesli daje reszte 4 lub 8 przy dzieleniu przez 12 to jest podzielna przez 7
W dowodach wykorzystam kongruencje.

Dowdd a)
5" = 2 (mod 3) gdy n jest nieparzyste, liczba 5™ + 1 jest wiec wtedy podzielna przez 3.



Dowdd b)

3% = 1 (mod 5), jezeli wiec 3™ = 4 (mod 5), to 3"** = 4 (mod 5). Poniewaz
32 = 4 (mod 5), wiec dla kazdego n naturalnego 3***2 = 4 (mod 5). Suma
34m+2 4 1 jest wiec podzielna przez 5.

Dowdd c)

34 =4 (mod 7), 3% = 2 (mod 7), 32 = 1 (mod 7)
5% = 2 (mod 7), 58 = 4 (mod 7), 5% = 1 (mod 7)

Dostajemy wiec:

n

reszta z dzielenia 3™
przez 7

reszta z dzielenia 5™
przez 7

reszta z dzielenia 3™ +
5™ przez 7

12k + 4

4

2

6

12k + 8

2

4

6

3. W tréjkqcie ABC (AB < AC) punkt X jest rzutem prostokgtnym punktu B na dwusieczng
kgta BAC. Punkty M i N sq srodkami odpowiednio bokow AB i BC. Wykaz, ze punkty M, X i N
sq wspotliniowe.

Oznaczmy kat BAC przez 2a. Odcinek MN jest réwnolegty do odcinka AC, wiec kat BMN tez
ma miare 2a. Jesli pokazemy, ze kat BMX ma miare 2a, bedzie to oznaczato, ze punkt X lezy
na odcinku MN.

Tréjkat ABX jest prostokatny. Punkt M jest wiec srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie,
czyli odcinki AM i MX majg te samg dtugosc. Trdjkat AMX jest rOwnoramienny, wiec kgt MXA
ma miare a. Kgt BMX jako kat zewnetrzny w tréjkagcie AMX ma miare 2a. Zrobione.



