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Zestaw 13 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b, c zachodzi nierownosc:
(a+1)(b+1)(c+1) =8Vabc

2
Zauwazmyzea+ 1> 2va (boa—2va+1= (va—1)" = 0). Podobnieb + 1 > 2vVbi
c + 1 > 2+/c. Jedli te nieréwnosci pomnozymy stronami, to dostajemy teze.

2. Udowodhnij, ze jezeli liczby a, b, c sq dtugosciami bokow trdjkqta, to:
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b) < abc

To, ze a, b, ¢ sg dtugosciami bokdéw trojkata gwarantuje nam, ze liczby w nawiasach s3

dodatnie. Zrébmy podstawieniea+b —c=x,b+c—a=y,c+a— b = z. Woéwczas
x+z x+y y+z .

a==—, b= S, €= "linasza nierownosé przybiera postac
X+z x+y y+z
2 2 2

Aby udowodnic te nowa nierdwnos¢ wystarczy pomnozy¢ stronami trzy nierdwnosci miedzy
, .. Xty y+z x+z

—_— = _—> _—
Srednimi -2 Xy, = \VZ, = Vxz

3. Udowodnij, ze jezelia’? + b> =2toa+ b < 2

xXyz <

Do dowodu uzyjmy nierdwnosci miedzy srednig kwadratowg a srednig arytmetyczna:

a?+b%2 a+b
>
2 2

Jesli w tej nieréwnoéci wstawimy 2 w miejsce a? + b?, to szybko dostajemy teze.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Miara kazdego kqta szesciokqta ABCDEF jest rowna 120 °. Udowodnij, ze symetralne
odcinkow AB, CD i EF przecinajq sie w jednym punkcie.



B Y *Y\

Uzupetnijmy nasz szesciokat do trdjkata, jak na rysunku powyzej. Narozne trojkaty ABX,
CDY, FEZ s rownoboczne, a wiec w kazdym z nich symetralna podstawy jest dwusieczng
kata przy wierzchotku. Wynika stad, ze symetralne odcinkéw AB, CD i EF sg dwusiecznymi
katow trdjkata XYZ, a w tréjkacie dwusieczne przecinajg sie w jednym punkcie.

2. Wyznacz kqgty tréjkqta ABC, ktorego wysokosc¢ CD i dwusieczna BE przecinajq sie w takim
punkcie M, ze CM = 2DM i BM = ME.

Cc

Z twierdzenia o dwusiecznej zastosowanego do tréjkata DBC dostajemy, ze BC = 2BD. Stad
whnioskujemy, ze kat DBC ma 60°. Tréjkat BMC jest rownoramienny, bo katy MBC i MCB maja
po 30°. Wiec CM=MB=ME. Tréjkat EMC jest wiec rdwnoboczny (bo rownoramienny z kagtem
60°). Teraz juz tatwo policzy¢, ze nasz trdjkat to trojkat 30, 60, 90.

3. Punkty K i L znajdujq sie odpowiednio na bokach BC i CD rownolegtoboku ABCD, przy
czym AB + BK = AD + DL. Udowodhnij, ze dwusieczna kqta BAD jest prostopadta do
prostej KL.

Oznaczmy AB + BK = AD + DL = x i niech boki rownolegtoboku majg dtugoscia i b.
Wykazemy najpierw, ze trojkat KLC jest rownoramienny. Istotnie CL = a + b — x = CK.
Przedtuzmy teraz bok AB do przeciecia z prostg KL i oznaczmy punkt przeciecia przez E oraz
bok AD do przeciecia z prostg KL (punkt przeciecia to F). Kgty czerwone na rysunku sg réwne
z twierdzenia o katach naprzemianlegtych. Rownosc¢ katéw zielonych wynika z twierdzenia o
katach wierzchotkowych oraz z sumy katow w trdjkacie. Dostajemy wiec, ze trojkaty DLF i



EBK sg rownoramienne. Stad dalej wynika, ze AE = x = AF, a wiec réwniez trojkat AEF jest
rownoramienny, a w trdjkgcie réwnoramiennym dwusieczna kata przy wierzchotku jest
prostopadta do podstawy bo pokrywa sie z wysokoscia.



