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1. Na brzegu kwadratu o boku n (n = 2 jest liczbg naturalng) wyrdzniono 2n punktéw
réznych od wierzchotkow, ktdre dzielq kazdy z bokow na odcinki o catkowitych dtugosciach.
Udowodnij, ze pewne cztery wyrdznione punkty sq wierzchotkami rownolegfoboku, ktorego
srodek pokrywa sie z srodkiem kwadratu.

Na kazdym boku kwadratu jest n — 1 punktdw, ktére mogg dzieli¢ ten bok na odcinki o
catkowitych dtugosciach. Wszystkich takich punktéw jest wiec 4n — 4. Potgczmy w pary
punkty ktore sg symetryczne wzgledem srodka kwadratu tworzgc odcinki jak na rysunku
powyzej. Takich par jest 2n — 2. Mozemy wiec wybraé co najwyzej 2n — 2 punktéw w taki
sposdb, by dla kazdego odcinka wybrany byt tylko jeden koniec. Poniewaz wybieramy 2n
punktow, wiec istniejg dwa odcinki, dla ktérych wybraliSmy oba korce. S3 to przekatne
szukanego réwnolegtoboku.

Mozemy w tym zadaniu skorzystaé z zasady szufladkowej Dirichleta. Szufladami sg
pomaranczowe odcinki (jest ich 2n — 2), a kulami 2n wybranych punktow.

2. Danych jest 111 dodatnich liczb catkowitych. Wykaz, ze sposrod nich mozna wybrac 11
takich liczb, ktorych suma jest podzielna przez 11.

Dzielac liczbe catkowitg przez 11 mozemy otrzymacd jedng z 11 reszt: O, 1, 2, ..., 10. Poniewaz
mamy 111 liczb, wiec co najmniej 11 daje te samg reszte z dzielenia przez 11 (gdyby
wszystkie reszty wystepowaty nie wiecej niz 10 razy, to mielibySmy co najwyzej 110 liczb).
Oznaczmy te najczesciej wystepujgcg reszte przez r i dodajmy 11 liczb dajgcych reszte r.

lla+r+11b+r+1lc+r+1ld+r+1le+r+11f +r+11g+r+11h+r+1li+r+ 11 +7r
+11k+r=11(a+b+c+d+e+f+g+h+i+j+k)+11lr

Suma dwoch liczb podzielnych przez 11 jest liczbg podzielng przez 11.



3. Wykazaé, ze z dowolnego zbioru 100 dodatnich liczb catkowitych mozna tak wybrac pewien
niepusty podzbior, by suma liczb z tego podzbioru byta podzielna przez 100.

Oznaczmy elementy naszego zbioru a,, a,, ..., 1¢o-
Rozwazmy sumy:

aq

a; + a,

a; + a; +as

a; + az; +as+ -+ a o
Jezeli ktoras z tych sum jest rowna 100, to sprawa zatatwiona. Jezeli zadna nie jest rowna
100, to istniejg dwie sumy dajgce takg samg reszte z dzielenia przez 100 (sum jest 100, a reszt
réznych od 0 — 99). Wystarczy od wiekszej sumy odjgé mniejszg i mamy teze.
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1. Dany jest szesciokgt wypukty ABCDEF. Udowodnij, ze srodki ciezkosci trojkqtow ABC, BCD,
CDE, DEF, EFA, FAB tworzq szesciokqt o przeciwlegtych bokach rownych i rownolegtych.
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Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku (X to sSrodek odcinka AB, Y - srodek odcinka DE).
Wykazemy, ze odcinki KL i NO sg réwne i réwnolegte, dla pozostatych par dowdd bedzie
analogiczny. Rozwazmy jednoktadnos$¢ o srodku w punkcie X i skali 1/3 oraz jednoktadnos¢ o
Srodku w punkcie Y i skali 1/3. Pierwsza przeksztatca przekatng FC w KL a druga przeksztatca
przekatng FC w NO no i mamy teze.

2. Okrgg wpisany w tréjkqt ABC jest styczny do bokow AB, BC, CA odpowiednio w punktach C’,
A’, B’. Przez srodki odcinkow A’B’, B’C’, C’A’ prowadzimy proste prostopadte odpowiednio do
bokow AB, BC, CA. Udowodnij, Ze proste te przecinajq sie w jednym punkcie.



Rozwazmy jednoktadnosc o Srodku w srodku ciezkosci tréjkata A’B’C’ i skali -2. Ta
jednoktadnos¢ przeksztatca proste, o ktérych mowa w zadaniu, na proste prostopadte do
bokow trdjkata ABC i przechodzgce przez punkty A’, B i C’, czyli proste zawierajgce
promienie okregu wpisanego w trojkat ABC. Skoro proste docelowe przecinajg sie w jednym
punkcie, to i wyjsciowe tez.

3. Punkty D, E, F lezq odpowiednio na bokach BC, CA, AB trojkqta ABC. Okregi wpisane w

tréjkqty AEF, BFD, CDE sq styczne do okregu wpisanego w tréjkqt DEF. Udowodhnij, ze proste
AD, BE, CF przecinajq sie w jednym punkcie.
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W dowodzie wykorzystamy nastepujacy lemat: w czworokat ABCD da sie wpisa¢ okrgg wtedy

i tylko wtedy, gdy okregi wpisane w tréjkaty ABC i ADC sg styczne. Nietrudny dowdd lematu
pomine (zrobilismy ten dowdd na ostatnim kotku)

Z lematu wynika, ze istnieje okrag wpisany w czworokat FBDE (na rysunku niebieski).
Rozwazmy dwie jednoktadnosci: o srodku w punkcie E przeksztatcajgcg okrag zielony
(wpisany w trojkat DEF) na niebieski i drugg, o Srodku w punkcie B przeksztatcajgcg okrag
niebieski na czerwony (wpisany w trdjkat ABC). Zgodnie z twierdzeniem o sktadaniu
jednoktadnosci, ich ztozenie jest jednoktadnoscia o $Srodku wspodtliniowym z punktami B i E.
Wykazalismy w ten sposdb, ze prosta BE przechodzi przez srodek jednoktadnosci

przeksztatcajgcej okrag zielony na czerwony. Podobnie pokazemy, ze przez ten srodek
przechodzg proste AD i CF.



