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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Czy mozna pokryc¢ szachownice o wymiarach 13x13 klockami 1x4 w taki sposob, ze tylko
srodkowe pole nie jest zakryte?

Nie mozna. Aby sie o tym przekonaé, pokolorujmy szachownice, jak na rysunku ponizej:

Kazdy klocek 1x4 przykryje doktadnie jedno pole czarne. Pdl czarnych jest 41, a my
potrzebujemy 42 klocki.

2. Na rysunku sq trzy kota wzajemnie styczne, ktorych srodki sq
wspotliniowe. Udowodnij, ze suma pdl dwoch mniejszych kot jest rowna
polu zacienionej czesci najwiekszego kota tylko wtedy, gdy mniejsze kota
majq jednakowe promienie.

Oznaczmy przez x i y promienie mniejszych kot. Warunek podany w
tresci zadania mozna zapisa¢ rownaniem tak:

1
x? +my? = ET[(X + y)?

2x% +2y% = x% + 2xy + y?
x?2—=2xy+y*=0
(x—y)?=0
xX=7y

3. Oblicz sume:

(2—2024 + 1)—1 + (2—2023 + 1)—1 4 (2—1 + 1)—1 + (20 + 1)—1 + (21 + 1)—1 + ...



Rozwazmy pare (272924 4+ 1)~1 + (22923 + 1)~1. Podstawmy 22924 = g. Nasza rownos¢

-1
przybierze wtedy postac: (i + 1) + (a + 1)7L. Przeksztatémy:
-1 -1
1

<1+1) + ( +1)—1—(1+a) +(a+ D7t = 4 =1
a ¢ N a ¢ " 14a 1+4+a

Mamy 2024 par dajacych w sumie 1 oraz w $rodku liczbe (2° + 1)1 = % Nasza suma wynosi

wiec 2024%.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Mamy 20 kart z liczbg 6, ktdra staje sie liczbq 9, gdy obrdcimy karte. Karty, obrocone w
sposob losowy (na niektdrych widzimy 6, na pozostatych 9) uktadamy w stos. Nastepnie
bierzemy grupe kart, na ktdrej wierzchu jest karta z 9 i obracamy wszystkie karty. Jak ustawic
karty, Zzeby powyzZszq operacje mozna byfo powtarzac¢ w nieskoriczonosc?

Nie da sie tak ustawic kart. Potraktujmy szdstki i dziewiatki jako cyfry i rozwazmy 20-cyfrowg
liczbe, ktorej cyframi sg cyfry ze stosu w kolejnosci od gory na doét. Nasza operacja za kazdym
razem zmniejsza te liczbe, a nie mozemy jej zmniejszaé¢ w nieskoficzonos¢, bo nigdy nie
bedzie ona mniejsza od liczby ztozonej z dwudziestu szdstek.

2. Udowodnij, Zze zaden element zbioru A = {12n + 2,n € N} nie jest kwadratem liczby
catkowitej.

Elementy tego zbioru dajg reszte 2 z dzielenia przez 3, a jak doskonale wiecie, kwadraty liczb
catkowitych nigdy nie dajg reszty 2 z dzielenia przez 3.

3. Wykaz, ze (2n + 2) —cyfrowa liczba 11...122 ...2 5 jest, dla dowolnego n, kwadratem
n n+1
liczby naturalnej.

Podstawmy 11 ...1 = x. Naszg liczbe mozemy zapisac tak: x - 10™"*2 + 2x - 100 + 25.
n
Poprzeksztatcajmy:

x - 10™2 4+ 2x - 100 + 25 = 100x - 10™ + 200x + 25 =

100x <99 w9+ 1) + 200x + 25 = 100x(9x + 1) + 200x + 25 =
n

900x% 4+ 100x + 200x + 25 = 900x? + 300x + 25 = (30x + 5)?



