
 
 

 

 

 

 

Zestaw 17 

 

KLASY PIERWSZE I DRUGIE 

1. Rysujemy dziesięciokąt foremny i w każdym wierzchołku kładziemy żeton. Ruch polega na 

wybraniu dowolnych dwóch żetonów i przełożeniu każdego z nich do dowolnego wierzchołka 

sąsiadującego z tym, w którym leżał. Czy można doprowadzić do sytuacji, gdy wszystkie 

żetony leżą w jednym wierzchołku? 

Nie można. Aby to wykazać ponumerujmy wierzchołki liczbami od 1 do 10 i nazwijmy 

parzystymi wierzchołki o numerach parzystych, a nieparzystymi pozostałe. Niezmiennikiem 

przekształcenia, o którym mowa w zadaniu, jest podzielność przez 4 różnicy ilości żetonów w 

wierzchołkach parzystych i w wierzchołkach nieparzystych. Jeżeli wybierzemy do ruchu 

wierzchołki różnej parzystości, to ta różnica się nie zmieni, jeżeli wybierzemy wierzchołki tej 

samej parzystości, to zmieni się o 4. Przykładowo, jeśli wybierzemy dwa wierzchołki parzyste, 

to ilość żetonów w wierzchołkach parzystych zmaleje o dwa, a w wierzchołkach nieparzystych 

o dwa wzrośnie. Na początku ta różnica wynosi 0, więc będzie cały czas podzielna przez 4. 

Gdyby zaś zgromadzić wszystkie żetony w jednym wierzchołku, wynosiłaby 10, co nie jest 

podzielne przez 4. 

Innym niezmiennikiem jest fakt, że liczba żetonów w wierzchołkach nieparzystych (w 

parzystych zresztą też) jest nieparzysta. 

2. W klasie jest 20 uczniów, wpisanych do dziennika lekcyjnego pod numerami od 1 do 20. 

Ustaw uczniów w pary tak, by suma numerów uczniów każdej pary była podzielna przez 6. 

Nie da się tego zrobić. Uczeń, który ma numer podzielny przez 6 musi stać z innym uczniem, 

który ma numer podzielny przez 6. Takich uczniów jest trzech – nieparzysta ilość. 

3. a) Dana jest szachownica o wymiarach 20 × 20. Ile kwadratów tworzą pola tej 

szachownicy? 

b) Dana jest szachownica o wymiarach 𝑛 × 𝑛. Ile kwadratów tworzą pola tej szachownicy? 

a) Jest 20 ∙ 20 kwadratów 1 × 1, 19 ∙ 19 kwadratów 2 × 2, 18 ∙ 18 kwadratów 3 × 3 i tak 

dalej. Wszystkich kwadratów jest więc 202 + 192 + 182 + 172 + 162 + 152 + 142 + 132 +

122 + 112 + 102 + 92 + 82 + 72 + 62 + 52 + 42 + 32 + 22 + 12 = 2870 

b) Kwadratów jest 𝑛2 + (𝑛 − 1)2 + (𝑛 − 2)2 + ⋯ + 1. Można przy pomocy indukcji 

udowodnić, że ta liczba równa się  
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)
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KLASY TRZECIE I CZWARTE 
 

1. Punkty A i B leżą po różnych stronach prostej 𝑘. Jak skonstruować taki okrąg, przechodzący 

przez punkty A i B, aby długość jego cięciwy CD wyznaczonej przez prostą 𝑘 była minimalna? 

 

Oznaczmy przez M punkt wspólny prostej 𝑘 i odcinka AB. Trójkąty CAM i MDB są podobne, 

więc 𝐶𝑀 ∙ 𝑀𝐷 = 𝑀𝐴 ∙ 𝑀𝐵. Oznacza to, że iloczyn długości odcinków CM i MD jest stały. Przy 

stałym iloczynie suma długości odcinków jest najmniejsza, gdy odcinki te są jednakowej 

długości (udowodnisz to na przykład używając nierówności między średnią arytmetyczną, a 

średnią geometryczną). Aby znaleźć środek szukanego okręgu skorzystamy z faktu, że środek 

okręgu jest punktem przecięcia symetralnych jego cięciw. Znajdujemy więc symetralną 

odcinka AB i prostą prostopadłą do 𝑘, przechodzącą przez M. 

2. Udowodnij, że jeżeli daną liczbę można przedstawić w postaci sumy kwadratów trzech liczb 

naturalnych, to jej trzykrotność można zapisać jako sumę kwadratów czterech liczb 

naturalnych. 

𝑥 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 

3𝑥 = 3𝑎2 + 3𝑏2 + 3𝑐2 =

= (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏 + 2𝑏𝑐 + 2𝑐𝑎) + (𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2) + (𝑏2 − 2𝑏𝑐 + 𝑐2)

+ (𝑐2 − 2𝑐𝑎 + 𝑎2) = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 + (𝑎 − 𝑏)2 + (𝑏 − 𝑐)2 + (𝑐 − 𝑎)2 

3. Inwersją o środku 𝑂 i promieniu 𝑟 nazywamy takie przekształcenie płaszczyzny, które 

każdemu punktowi 𝑋 ≠  𝑂 przyporządkowuje taki punkt 𝑋′, że 𝑋′ leży na półprostej 𝑂𝑋, 

oraz  𝑂𝑋 · 𝑂𝑋′ = 𝑟2. Okrąg o środku A i promieniu AO przecina okrąg ω o środku O, w 

punktach B i C, okrąg o środku B i promieniu BO przecina odcinek AO w punkcie A’. 

Udowodnij, że A’ jest obrazem punktu A w inwersji względem ω. 



 
 

 

Oznaczmy odcinek OB. Przez r. Trójkąty BOA i OA’B są podobne, bo obydwa są 

równoramienne i mają ten sam kąt przy wierzchołku O. Zachodzi więc proporcja 

 
𝑂𝐴

𝑂𝐵
=

𝑂𝐵

𝑂𝐴′
  czyli  

𝑂𝐴

𝑟
=

𝑟

𝑂𝐴′
  czyli 𝑂𝐴 · 𝑂𝐴′ = 𝑟2. 


