Zestaw 17 MATEMATYK'

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Rysujemy dziesieciokqt foremny i w kazdym wierzchotku ktadziemy zeton. Ruch polega na
wybraniu dowolnych dwdch Zzetondw i przetozeniu kazdego z nich do dowolnego wierzchotka
sqgsiadujgcego z tym, w ktorym lezat. Czy mozna doprowadzic¢ do sytuacji, gdy wszystkie
Zetony lezq w jednym wierzchotku?

Nie mozna. Aby to wykaza¢ ponumerujmy wierzchotki liczbami od 1 do 10 i nazwijmy
parzystymi wierzchotki o numerach parzystych, a nieparzystymi pozostate. Niezmiennikiem
przeksztatcenia, o ktdrym mowa w zadaniu, jest podzielnos¢ przez 4 réznicy iloSci zetonow w
wierzchotkach parzystych i w wierzchotkach nieparzystych. Jezeli wybierzemy do ruchu
wierzchotki réznej parzystosci, to ta réznica sie nie zmieni, jezeli wybierzemy wierzchotki tej
samej parzystosci, to zmieni sie o 4. Przyktadowo, jesli wybierzemy dwa wierzchotki parzyste,
to ilo$¢ zetondw w wierzchotkach parzystych zmaleje o dwa, a w wierzchotkach nieparzystych
o dwa wzrosnie. Na poczatku ta rdznica wynosi 0, wiec bedzie caty czas podzielna przez 4.
Gdyby zas zgromadzi¢ wszystkie zetony w jednym wierzchotku, wynositaby 10, co nie jest
podzielne przez 4.

Innym niezmiennikiem jest fakt, ze liczba zetonédw w wierzchotkach nieparzystych (w
parzystych zresztg tez) jest nieparzysta.

2. W klasie jest 20 uczniow, wpisanych do dziennika lekcyjnego pod numerami od 1 do 20.
Ustaw uczniow w pary tak, by suma numerow uczniow kazdej pary byta podzielna przez 6.

Nie da sie tego zrobié. Uczen, ktéry ma numer podzielny przez 6 musi sta¢ z innym uczniem,
ktory ma numer podzielny przez 6. Takich uczniow jest trzech — nieparzysta ilosc.

3. a) Dana jest szachownica o wymiarach 20 X 20. lle kwadratdw tworzq pola tej
szachownicy?
b) Dana jest szachownica o wymiarach n X n. lle kwadratdw tworzq pola tej szachownicy?

a) Jest 20 - 20 kwadratow 1 X 1, 19 - 19 kwadratéw 2 X 2, 18 - 18 kwadratéw 3 X 3 i tak
dalej. Wszystkich kwadratéw jest wiec 202 + 192 + 182 + 172 + 162 + 152 + 142 + 132 +
122 + 112 +10%2 4+ 92 + 82 + 72 + 62 + 52 + 42 + 32 + 22 + 12 = 2870

b) Kwadratéw jest n? + (n — 1)? + (n — 2)? + --- + 1. Mozna przy pomocy indukcji

n(n+1)(2n+1)

udowodnié, ze ta liczba réwna sie .



KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Punkty A i B lezq po réznych stronach prostej k. Jak skonstruowac taki okrqg, przechodzgcy
przez punkty A i B, aby dtugosc¢ jego cieciwy CD wyznaczonej przez prostq k byta minimalna?

B

A
Oznaczmy przez M punkt wspdlny prostej k i odcinka AB. Tréjkaty CAM i MDB sg podobne,
wiec CM - MD = MA - MB. Oznacza to, ze iloczyn dtugosci odcinkdw CM i MD jest staty. Przy
statym iloczynie suma dtugosci odcinkdw jest najmniejsza, gdy odcinki te sg jednakowe;j
dtugosci (udowodnisz to na przyktad uzywajgc nierdownosci miedzy srednig arytmetyczng, a
Srednig geometryczng). Aby znalez¢ srodek szukanego okregu skorzystamy z faktu, ze srodek
okregu jest punktem przeciecia symetralnych jego cieciw. Znajdujemy wiec symetralng
odcinka AB i prostg prostopadta do k, przechodzacg przez M.

2. Udowodhnij, ze jezeli dang liczbe mozna przedstawic w postaci sumy kwadratow trzech liczb
naturalnych, to jej trzykrotnos¢ mozna zapisac jako sume kwadratdw czterech liczb
naturalnych.

x =a*+ b% +c?

3x = 3a? + 3b% + 3¢? =
= (a? + b? + c? + 2ab + 2bc + 2ca) + (a® — 2ab + b?) + (b? — 2bc + ¢?)
+(c?=2ca+a*)=(a+b+c) +(@a—b)*+(b—c)+ (c—a)?

3. Inwersjg o sSrodku O i promieniu r nazywamy takie przeksztatcenie ptaszczyzny, ktore
kazdemu punktowi X # O przyporzadkowuje taki punkt X', ze X' lezy na potprostej 0X,
oraz 0X - 0X' = r?. Okrag o érodku A i promieniu AO przecina okrag w o $rodku O, w
punktach B i C, okrag o srodku B i promieniu BO przecina odcinek AO w punkcie A’.
Udowodnij, ze A’ jest obrazem punktu A w inwersji wzgledem w.
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Oznaczmy odcinek OB. Przez r. Tréjkaty BOA i OA’B sg podobne, bo obydwa s3
rownoramienne i majg ten sam kat przy wierzchotku O. Zachodzi wiec proporcja
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