STRzO
MATEMATYKI

Zestaw 18

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Trzesienie ziemi zniszczyfo tarcze zegara na wiezy. Jedno pekniecie biegnie od liczby 11 do
liczby 3, drugie fqczy liczby 1 i 8. Oba pekniecia biegnq wzdtuz linii prostych. Jaki kqt tworzq te
proste?

Policzymy miare szukanego kata korzystajgc z trojkata o wierzchotkach VIII, M, XI. Kat
VIII,0,IIl ma miare 150°, wiec kat VIII, XI, IIl ma miare 75°. W podobny sposdb policzymy
miare kata Xl, VIII, | — wynosi ona 30°. Szukany kgt ma miare 75°.

2. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkqcie ostrokqgtnym ABC. Punkt D jest
srodkiem okregu opisanego na trojkgcie ABO. Wyznacz miare kgta ACB, jezeli trojkqt ABD
jest trojkgtem rownobocznym.

Przypadek 1.

Kat wklesty ADB ma miare 300°. Kat AOB, jako wpisany, oparty na tym samym tuku, co kat
wklesty ADB ma 150°. Kat ACB, jako wpisany, oparty na tym samym fuku, co kat AOB ma 75°.



Przypadek 2.

Znéw dwukrotnie stosujemy twierdzenie o kacie wpisanym i sSrodkowym i otrzymujemy
wynik 15°.

3. Dla pewnej liczby naturalnej n utamek % jest skracalny. Przez jakq liczbe?

Niech d bedzie liczbg, przez ktérg da sie skroci¢ nasz utamek, d dzieli wiec 5n + 6 oraz
8n + 7. W takim razie dzieli réwniez liczbe 8(5n + 6) — 5(8n + 7) = 13. Jedyna liczbg,

przez ktérg da sie skroci¢ nasz utamek jest wiec 13 (gdy podstawimy n = 4 dostajemy utamek
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KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Udowodnij, ze dla liczb rzeczywistych a, b, x zachodzi nierownosc:
|lasinx + bcosx | <+ a?+ b?

Obie strony nieréwnosci sg nieujemne, mozemy wiec podniesc¢ jg obustronnie do kwadratu:
a? sin® x + 2ab sin x cos x + b? cos? x < a? + b?
a? — a?sin®? x — 2absinx cosx + b2 — b?cos?x = 0
a?(1 — sin® x) — 2absinx cosx + b%(1 — cos?x) = 0
a? cos? x — 2absinx cosx + b%sin®?x > 0

(acosx +bsinx)?>>0

2. W rozgrywkach ligi pitkarskiej wzieto udziat 2n druzyn (n = 2) i odbyto sie 2n — 1 kolejek.
W kazdej kolejce kazda druzyna rozegrata jeden mecz. Dowolne dwie druzyny spotkaty sie ze
sobg podczas rozgrywek w doktadnie jednym meczu. Ponadto w kazdym meczu jedna
druzyna byta gospodarzem, a druga — gosciem. Druzyne nazwiemy podrdzujqcg, jezeli w
dowolnych dwdch sgsiednich kolejkach byta ona raz gospodarzem i raz gosciem. Udowodnic,
Ze istniejg co najwyzej dwie druzyny podrdzujqce.

Zatézmy, ze istniejg dwie druzyny podrézujgce, ktdre w pierwszej kolejce byty gospodarzami.
Wtedy w drugiej kolejce byty one gos¢mi, w trzeciej — zndw gospodarzami, w czwartej —
gosémi, itd. W kazdej kolejce obie druzyny byty wiec gospodarzami albo obie byty gos¢mi.
Jednoczesnie zas w kolejce, w ktorej druzyny te rozegraty ze sobg mecz, jedna z nich byta
gospodarzem, a druga — gosciem. Otrzymalismy sprzecznos¢. Zatem wsrod gospodarzy w
pierwszej kolejce tylko jedna druzyna moze by¢ podrézujgca. Podobnie dowodzimy, ze wsérdd



gosci w pierwszej kolejce moze istnie¢ co najwyzej jedna druzyna podrézujgca. Wynika stad
teza.

3. Dany jest kwadrat ABCD. Punkt P lezy na pdétprostej AB na zewngtrz odcinka AB. Punkt Q
lezy na potprostej BC na zewngqtrz odcinka BC. Wykaz, ze jesli

AP = PQ + QC
to <PDQ = 45°.
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Obrocmy tréjkat APD o 90° tak, zeby punkt A przeszedt na punkt C. Trojkat PDP’ jest wiec
trojkatem prostokgtnym réwnoramiennym. Punkt Q lezy na dwusiecznej kata PDP’, bo
tréjkat PQP’ jest tréjkatem rownoramiennym (dlaczego?).



