
 
 

 

 

 

 

Zestaw 18 

 

KLASY PIERWSZE I DRUGIE 

1. Trzęsienie ziemi zniszczyło tarczę zegara na wieży. Jedno pęknięcie biegnie od liczby 11 do 

liczby 3, drugie łączy liczby 1 i 8. Oba pęknięcia biegną wzdłuż linii prostych. Jaki kąt tworzą te 

proste? 

 

Policzymy miarę szukanego kąta korzystając z trójkąta o wierzchołkach VIII, M, XI. Kąt 

VIII,O,III ma miarę 150, więc kąt VIII, XI, III ma miarę 75. W podobny sposób policzymy 

miarę kąta XI, VIII, I – wynosi ona 30. Szukany kąt ma miarę 75. 

2. Punkt 𝑂 jest środkiem okręgu opisanego na trójkącie ostrokątnym 𝐴𝐵𝐶. Punkt 𝐷 jest 

środkiem okręgu opisanego na trójkącie 𝐴𝐵𝑂. Wyznacz miarę kąta 𝐴𝐶𝐵, jeżeli trójkąt 𝐴𝐵𝐷 

jest trójkątem równobocznym. 

Przypadek 1. 

 

Kąt wklęsły ADB ma miarę 300. Kąt AOB, jako wpisany, oparty na tym samym łuku, co kąt 

wklęsły ADB ma 150. Kąt ACB, jako wpisany, oparty na tym samym łuku, co kąt AOB ma 75. 



 
 

Przypadek 2. 

 

Znów dwukrotnie stosujemy twierdzenie o kącie wpisanym i środkowym i otrzymujemy 

wynik 15. 

3. Dla pewnej liczby naturalnej n ułamek 
5𝑛+6

8𝑛+7
 jest skracalny. Przez jaką liczbę? 

Niech 𝑑 będzie liczbą, przez którą da się skrócić nasz ułamek, 𝑑 dzieli więc 5𝑛 + 6 oraz  

 8𝑛 + 7. W takim razie dzieli również liczbę 8(5𝑛 + 6) − 5(8𝑛 + 7) = 13. Jedyną liczbą, 

przez którą da się skrócić nasz ułamek jest więc 13 (gdy podstawimy 𝑛 = 4 dostajemy ułamek 
26

39
). 

 
KLASY TRZECIE I CZWARTE 

 
1. Udowodnij, że dla liczb rzeczywistych 𝑎, 𝑏, 𝑥 zachodzi nierówność: 

|𝑎 sin 𝑥 + 𝑏 cos 𝑥 | ≤ √𝑎2 + 𝑏2 

Obie strony nierówności są nieujemne, możemy więc podnieść ją obustronnie do kwadratu: 

𝑎2 sin2 𝑥 + 2𝑎𝑏 sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝑏2 cos2 𝑥 ≤ 𝑎2 + 𝑏2 

𝑎2 − 𝑎2 sin2 𝑥 − 2𝑎𝑏 sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝑏2 − 𝑏2 cos2 𝑥 ≥ 0 

𝑎2(1 − sin2 𝑥) − 2𝑎𝑏 sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝑏2(1 − cos2 𝑥) ≥ 0 

𝑎2 cos2 𝑥 − 2𝑎𝑏 sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝑏2 sin2 𝑥 ≥ 0 
(𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥 )2 ≥ 0 

2. W rozgrywkach ligi piłkarskiej wzięło udział 2𝑛 drużyn (𝑛 ≥ 2) i odbyło się 2𝑛 − 1 kolejek. 

W każdej kolejce każda drużyna rozegrała jeden mecz. Dowolne dwie drużyny spotkały się ze 

sobą podczas rozgrywek w dokładnie jednym meczu. Ponadto w każdym meczu jedna 

drużyna była gospodarzem, a druga — gościem. Drużynę nazwiemy podróżującą, jeżeli w 

dowolnych dwóch sąsiednich kolejkach była ona raz gospodarzem i raz gościem. Udowodnić, 

że istnieją co najwyżej dwie drużyny podróżujące. 

Załóżmy, że istnieją dwie drużyny podróżujące, które w pierwszej kolejce były gospodarzami. 

Wtedy w drugiej kolejce były one gośćmi, w trzeciej — znów gospodarzami, w czwartej — 

gośćmi, itd. W każdej kolejce obie drużyny były więc gospodarzami albo obie były gośćmi. 

Jednocześnie zaś w kolejce, w której drużyny te rozegrały ze sobą mecz, jedna z nich była 

gospodarzem, a druga — gościem. Otrzymaliśmy sprzeczność. Zatem wśród gospodarzy w 

pierwszej kolejce tylko jedna drużyna może być podróżująca. Podobnie dowodzimy, że wśród 



 
 

gości w pierwszej kolejce może istnieć co najwyżej jedna drużyna podróżująca. Wynika stąd 

teza. 

3. Dany jest kwadrat ABCD. Punkt P leży na półprostej AB na zewnątrz odcinka AB. Punkt Q 

leży na półprostej BC na zewnątrz odcinka BC. Wykaż, że jeśli  

𝐴𝑃 = 𝑃𝑄 + 𝑄𝐶 

to ∢𝑃𝐷𝑄 = 45°. 

 

Obróćmy trójkąt APD o 90 tak, żeby punkt A przeszedł na punkt C. Trójkąt PDP’ jest więc 

trójkątem prostokątnym równoramiennym. Punkt Q leży na dwusiecznej kąta PDP’, bo 

trójkąt PQP’ jest trójkątem równoramiennym (dlaczego?). 


