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Zestaw 19 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkgcie ABC. Punkt D jest rzutem
prostokgtnym punktu C na prosta AB. Wykazac, ze ACD = ABCQO.
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Chyba rysunek wszystko wyjasnia ©.

2. Na brzegu jeziora w ksztatcie kotfa znajdujq sie cztery przystanie: K, L, P, Q. Z przystani K
wyptywa kajak kierujqc sie do przystani Q, a z przystani L w tym samym momencie wypfywa
todka kierujgc sie do przystani P. Wiadomo, ze gdyby zachowujgc swe predkosci kajak
poptyngt w kierunku przystani P, a todka w kierunku przystani Q, to dosztoby do zderzenia.
Udowodnij, ze kajak i todka dobijg do celu w tym samym czasie.

Oznaczmy przez v, predkos¢ kajaka, a przez v; predkos¢ tédki. Czasy ich dotarcia do punktu X

sg jednakowe, wiec li—Xl — XX czyli
%) 1LX] _
(%) IKX| v
Tréjkaty QKX i XLP sg podobne (katy wierzchotkowe, katy wpisane oparte na tym samym
tuku). Wynika stad proporcja IlKXll Illlzgll co W powigzaniu z (*) daje ||KQ|| vk zyli l = %,

a to oznacza, ze czasy dotarcia kajaku i tédki do celu bedg takie same.



3. Dany jest trojkqt ostrokgtny ABC, przy czym 4ACB = 60°. Punkty D i E sq rzutami
prostokqgtnymi odpowiednio punktow A i B na proste BC i AC. Punkt M jest
srodkiem boku AB. Wykazac, ze trojkqt DEM jest rownoboczny.

Na czworokgcie ABDE da sie opisac okrag, bo katy ADB i AEB sg réwne (oba sg proste).
Punkt M jest srodkiem tego okregu, wiec odcinki EM i DM sg rowne jako promienie.
Udowaodnilismy, ze nasz tréjkat jest rwnoramienny. Jesli udowodnimy, ze kat EMD ma 60°,
to zadanie zrobione.
Trojkaty AME | MBD sg rdwnoramienne, stgd oznaczenia katow jak na rysunku.
Wykorzystamy fakt, ze a + f = 120°, bo kat ACB ma 60°. Mamy:

180° — 20 + 180° — 2a + 4EMD = 180°

360°— 2(a + B) + 4EMD = 180°

360°—2-120°+ 4EMD = 180°

ZEMD = 60°

Tréjkat DEM jest rwnoboczny jako rownoramienny z kagtem 60°.
KLASY TRZECIE | CZWARTE
1. Okrgg o srodku w punkcie S i wpisany w czworokqt wypukty ABCD jest styczny do bokow

AB, BC, CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Proste KL i MN przecinajq sie w punkcie T.
Wykaz, ze proste BD i ST sq prostopadte.




Rozwazmy inwersje wzgledem okregu wpisanego w czworokat ABCD. W tej inwersji prosta KL
przejdzie na okrag przechodzacy przez punkty S, K, L, a prosta MN przejdzie na okrag
przechodzacy przez punkty S, M, N. Poniewaz punkt T nalezy do obu prostych KL i MN, wiec
jego obrazem bedzie punkt wspdlny czerwonych okregdw rézny od punktu S. W tej inwersji
punkt D przejdzie na srodek odcinka MN, a punkt B na srodek odcinka KL (przypomnijmy
sobie jedng z metod konstruowania obrazu inwersyjnego punktu). Kat ST'D jest rowny katowi
SD’T, jest wiec prosty. Analogicznie kat ST’B jest prosty, no i mamy teze.

Uwaga. Inng metoda rozwigzania tego zadania jest wykazanie, ze prosta TS jest osig
potegowaq okregdw (B, BK) i (D, DN)
2. Dany jest trojkqt ABC. Punkty E i F lezq na prostej AB oraz spetniajg rownosci

AB + BC + CA

2
Udowodni¢, ze okrag opisany na trojkacie EFC jest styczny do okregu dopisanego do boku AB

trojkata ABC.

CE =CF =

Przez X, Y, Z oznaczmy punkty stycznosci okregu dopisanego odpowiednio z prostymi AC, AB i

BC. Wyrazenie w to potowa obwodu. Zauwazmy, ze réwniez odcinki CX i CZ maja

dtugos¢ rowng potowie obwodu (sg réwnej dtugosci i ich suma daje obwéd, co udowodnimy z
twierdzenia o odcinkach stycznych - CX ma dtugos¢ rdwng tamanej CAY, a CZ - dtugosé rowng
CBY). Dlatego okrag o srodku w punkcie C i promieniu rownym potowie obwodu przejdzie
przez punkty EXZF. Rozwazmy inwersje wzgledem tego okregu. Okrag dopisany, jako
prostopadty do okregu inwersyjnego przejdzie sam na siebie, za$ prosta EF przejdzie na okrag
opisany na tréjkacie EFC. Poniewaz prosta EF jest styczna do okregu dopisanego, wiec okrag
opisany na EFC tez.

2. Wyznacz takq najwiekszq liczbe naturalng k, aby dla kazdej liczby naturalnej nieparzystej n
liczba n® — n* — n? + 1 byta podzielna przez 2

n—nt—-n?+1=n*R?-1D-n*-1D)=0N*-1n*-1)
=(m-1*mn+1%*0n%*+1)



Liczbyn — 1in + 1 to kolejne liczby parzyste, wiec jedna z nich jest podzielna przez 4, liczba
n? + 1 tez jest parzysta, mozemy wiec policzy¢, ze wyjéciowa liczba jest zawsze podzielna
przez 27.



