
 
 

  

 

 

 

Zestaw 23 

 

KLASY PIERWSZE I DRUGIE 

1. Koło numer 1 ma średnicę 72 mm. Jaką średnicę powinno mieć koło numer 

2, aby cały mechanizm działał poprawnie?  

Odczytawszy z rysunku liczby zębów każdego z kół, możemy zauważyć, że 

jeden pełny obrót koła numer 1 wymaga 
20

15
=

4

3
 obrotu podwójnego koła. 

Podobnie, gdy podwójne koło wykona jeden pełny obrót, koło numer 2 

wykona 
18

10
=

9

5
 pełnego obrotu. Stąd, gdy koło numer 1 wykonuje jeden 

obrót, koło numer 2 wykonuje 
4

3
∙

9

5
=

12

5
 pełnego obrotu. Obwód koła numer 2 musi być zatem 

równy 
5

12
 obwodu koła numer jeden. Stosunek obwodów kół jest równy stosunkowi długości ich średnic, 

więc możemy obliczyć, że średnica koła numer 2 ma długość 
5

12
∙ 72 = 30 mm. 

2. Szkoła zakupiła pewną ilość ołówków i postanowiono rozdać je uczniom klas pierwszych. W szkole są trzy 

klasy pierwsze: Ia, Ib i Ic. Wiadomo, że gdyby ołówki zostały rozdane po równo wszystkim uczniom, każdy 

otrzymałby po 16 ołówków. Gdyby zostały rozdane po równo uczniom klasy Ia, każdy uczeń tej klasy dostałby 

po 48 ołówków. Jeśli zostałyby rozdane tylko uczniom klasy Ib, każdy z nich otrzymałby po 40 ołówków. Po ile 

ołówków dostałby każdy uczeń klasy Ic, gdyby postanowiono je rozdać uczniom tylko tej klasy? 

Oznaczmy przez o liczbę ołówków oraz przez 𝑎,  𝑏,  𝑐 liczby uczniów odpowiednich klas. Z warunków zadania 

wiemy, że 𝑜 = 16(𝑎 + 𝑏 + 𝑐), 𝑜 = 48𝑎 i 𝑜 = 40𝑏. Chcemy znaleźć wartość wyrażenia o/c. 

Podstawiając a=o/30 i b=o/36 w pierwszym równaniu, dostajemy 

𝑜 = 16 (
𝑜

48
+

𝑜

40
+ 𝑐) 

𝑜 =
𝑜

3
+

2𝑜

5
+ 16𝑐 

4𝑜

15
= 16𝑐 

𝑜

𝑐
= 60 

3. Dany jest równoległobok ABCD. Na bokach AB i AD leżą odpowiednio takie punkty X i Y różne od A, że  

AD = DX oraz AB = BY . Udowodnij, że CX = CY . 

Ponieważ DX = AD = BC oraz BY = AB = CD, więc trapezy BCDX i BCDY są równoramienne i nie są 

równoległobokami . Stąd wniosek, że CX =BD i CY =BD. Łącząc te równości, uzyskujemy tezę zadania. 

KLASY TRZECIE I CZWARTE 
 

1. Znajdź wszystkie liczby pierwsze 𝑝 o tej własności, że liczba 19𝑝 + 1 jest sześcianem pewnej liczby 

całkowitej. 

Jeżeli 𝑝 jest liczbą pierwszą spełniającą dane warunki, to istnieje liczba całkowita 𝑘 > 2 taka, że 
 𝑘3 = 19𝑝 + 1. Otrzymujemy stąd równanie 



 
 

19𝑝 =  𝑘3 − 1 = (𝑘 − 1)( 𝑘2 + 𝑘 + 1). 

Skoro 𝑘 > 2, to obydwie liczby po prawej stronie powyższej równości są dzielnikami właściwymi 

liczby 19𝑝 (czyli większymi od 1 i mniejszymi od 19𝑝). Ponieważ 19𝑝 jest iloczynem dwóch liczb pierwszych, 

więc 𝑘 − 1 = 19 lub 𝑘2 + 𝑘 + 1 = 19. Pierwszy przypadek prowadzi do 𝑘 = 20 i 𝑝 = 400 + 20 + 1 = 421, 

a 421 jest liczbą pierwszą. W drugim przypadku równanie kwadratowe 𝑘2 + 𝑘 − 18 = 0 nie ma 

pierwiastków całkowitych. Stąd wniosek, że 𝑝 = 421 jest jedyną liczbą spełniającą warunki zadania. 

2. Niech x będzie liczbą rzeczywistą spełniającą równanie 𝑥3 + 4𝑥 = 8. Znajdź wartość wyrażenia 𝑥7 + 64𝑥2. 

Wystarczy podstawić 𝑥3 = 8 − 4𝑥 do danego wyrażenia w następujący sposób: 

𝑥7 + 64𝑥2 = 𝑥 ∙ (𝑥3)2 + 64𝑥2 = 𝑥 ∙ (8 − 4𝑥 )
2

+ 64𝑥2 = 𝑥 ∙ (64 − 64𝑥 + 16𝑥2) + 64𝑥2 = 

64𝑥 − 64𝑥2 + 16𝑥3 + 64𝑥2 = 16(𝑥3 + 4𝑥) = 16 ∙ 8 = 128 

3. Dwa kwadraty mają wspólny środek, a wierzchołki mniejszego z nich należą do boków większego. Jeżeli 

wytniemy z większego kwadratu mniejszy, pozostaną cztery przystające trójkąty, z których każdy ma pole 

równe 1/12 pola większego kwadratu. Jaką miarę ma najmniejszy z kątów wewnętrznych w każdym 

z otrzymanych czterech trójkątów? 

Oznaczmy przez 𝑎,  𝑏 długości przyprostokątnych, a przez 𝑐 — długość przeciwprostokątnej każdego 
z czterech otrzymanych trójkątów oraz załóżmy, że 𝑎 ≤ 𝑏. Bezpośredni rachunek pozwala zauważyć, że pole 
mniejszego kwadratu stanowi dwie trzecie pola większego kwadratu. Wobec tego pole jednego trójkąta 
stanowi jedną ósmą pola mniejszego kwadratu, czyli 

1

2
𝑎𝑏 =

1

8
𝑐2 

Niech α będzie szukanym najmniejszym kątem wewnętrznym. Wówczas 𝑎 = 𝑐 ∙ sin 𝛼   oraz 𝑏 = 𝑐 ∙ cos𝛼, 
więc 

𝑐2 = 4𝑎𝑏 = 4𝑐2 sin 𝛼 cos𝛼 = 2𝑐2𝑠𝑖𝑛2𝛼    czyli    𝑠𝑖𝑛2𝛼 =
1

2
    

2𝛼 = 30° i w konsekwencji 𝛼 = 15°. 


