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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Kofo numer 1 ma srednice 72 mm. Jakq Srednice powinno mie¢ koto numer S\S
2, aby caty mechanizm dziatat poprawnie? QJ\ /122

Odczytawszy z rysunku liczby zebow kazdego z két, mozemy zauwazyé, ze
jeden petny obrét kota numer 1 wymaga i—g = gobrotu podwdjnego kofa.

Podobnie, gdy podwdjne koto wykona jeden petny obrét, koto numer 2

wykona 1—8 =2 pe’mego obrotu. Stad, gdy koto numer 1 wykonuje jeden

obrét, ko’fo numer 2 wykonUJeg g — pe’mego obrotu. Obwadd kota numer 2 musi by¢ zatem

rowny E obwodu kota numer jeden. Stosunek obwoddw kot jest réwny stosunkowi dtugosci ich Srednic,

wiec mozemy obliczy¢, ze Srednica kota numer 2 ma dtugosé % 72 =30 mm.

2. Szkota zakupita pewngq ilos¢ ofdwkow i postanowiono rozdac je uczniom klas pierwszych. W szkole sq trzy
klasy pierwsze: la, Ib i Ic. Wiadomo, Zze gdyby ofdwki zostaty rozdane po rowno wszystkim uczniom, kazdy
otrzymatby po 16 ofdwkdw. Gdyby zostaty rozdane po rowno uczniom klasy la, kazdy uczen tej klasy dostatby
po 48 otowkdw. Jesli zostatyby rozdane tylko uczniom klasy Ib, kazdy z nich otrzymatby po 40 otowkdw. Po ile
otowkow dostatby kazdy uczen klasy Ic, gdyby postanowiono je rozdac uczniom tylko tej klasy?

Oznaczmy przez o liczbe otéwkdw oraz przez a, b, c liczby ucznidéw odpowiednich klas. Z warunkéw zadania
wiemy, zeo = 16(a+ b + ¢), 0 = 48a i 0 = 40b. Chcemy znalezé warto$¢ wyrazenia o/c.
Podstawiajgc a=0/30 i b=0/36 w pierwszym réwnaniu, dostajemy
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3. Dany jest réownolegtobok ABCD. Na bokach AB i AD lezq odpowiednio takie punkty X i Y rozne od A, Ze
AD = DX oraz AB = BY . Udowodhnij, ze CX =CY .

Poniewaz DX = AD = BC oraz BY = AB = CD, wiec trapezy BCDX i BCDY sg rGwnoramienne i nie s
rownolegtobokami . Stad wniosek, ze CX=BD i CY =BD. tgczac te rdwnosci, uzyskujemy teze zadania.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. ZnajdZ wszystkie liczby pierwsze p o tej wtasnosci, ze liczba 19p + 1 jest szescianem pewnej liczby
catkowitej.

Jezeli p jest liczbg pierwszg spetniajaca dane warunki, to istnieje liczba catkowita k > 2 taka, ze
k3 = 19p + 1. Otrzymujemy stad réwnanie



19p=k3—1=(k—1)(k?+k+1).

Skoro k > 2, to obydwie liczby po prawej stronie powyzszej réwnosci sg dzielnikami wtasciwymi

liczby 19p (czyli wiekszymi od 1 i mniejszymi od 19p). Poniewaz 19p jest iloczynem dwéch liczb pierwszych,
wieck —1=19lubk? + k + 1 = 19. Pierwszy przypadek prowadzido k = 20ip = 400 + 20 + 1 = 421,
a 421 jest liczba pierwsza. W drugim przypadku réwnanie kwadratowe k? + k — 18 = 0 nie ma
pierwiastkdw catkowitych. Stad wniosek, ze p = 421 jest jedyna liczba spetniajacg warunki zadania.

2. Niech x bedzie liczbq rzeczywistq spetniajgcg réwnanie x* + 4x = 8. Znajd? wartos¢ wyrazenia x” + 64x2.

Woystarczy podstawic x3=8—4xdo danego wyrazenia w nastepujgcy sposob:
2
x7+64x? =x- (x3)? +64x%2 =x- (8 —4x ) + 64x% = x- (64 — 64x + 16x2) + 64x? =
64x — 64x% + 16x3 + 64x% = 16(x3 + 4x) = 16 -8 = 128

3. Dwa kwadraty majg wspdlny srodek, a wierzchotki mniejszego z nich nalezq do bokdw wiekszego. Jezeli
wytniemy z wiekszego kwadratu mniejszy, pozostang cztery przystajqce tréjkqty, z ktérych kazdy ma pole
rowne 1/12 pola wiekszego kwadratu. Jakq miare ma najmniejszy z kqtow wewnetrznych w kazdym

z otrzymanych czterech trojkgtow?

Oznaczmy przez a, b dtugosci przyprostokatnych, a przez ¢ — dtugosé przeciwprostokatnej kazdego
z czterech otrzymanych tréjkatéw oraz zatézmy, ze a < b. Bezposredni rachunek pozwala zauwazy¢, ze pole
mniejszego kwadratu stanowi dwie trzecie pola wiekszego kwadratu. Wobec tego pole jednego trdjkata

stanowi jedng 6smg pola mniejszego kwadratu, czyli
1 b 1,
—ab ==c
2 8
Niech a bedzie szukanym najmniejszym katem wewnetrznym. Wéwczas a = ¢ - sina orazb = c¢ - cosa,

wiec

c? = 4ab = 4c?sina cosa = 2c?®sin2a czyli sin2a =

2a = 30°i w konsekwencji a = 15°.



