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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Punkty K i L lezqg na bokach AD i BC rownolegtoboku ABCD, przy czym AK = LC. Punkt P
lezy na boku CD. Pokazac, Ze jesli prosta KL przecina proste AP i BP odpowiednio w
punktach M i N, to pole trojkgta PMN jest rowne sumie pol trojkqgtow AKM i BLN.

D p c

Czworokaty ABLK i KLCD sg przystajgce (by sie o tym przekonac, wystarczy jeden z nich
przeksztatci¢ w symetrii wzgledem punktu przeciecia przekatnych rownolegtoboku i zobaczyé,
ze natozy sie on wtedy na drugi). Majg wiec rowne pola i kazde z tych pdl jest rowne potowie
pola rownolegtoboku ABCD. Pole tréojkata ABP tez jest rowne potowie pola rownolegtoboku
(ta sama podstawa i taka sama wysokos¢, jak w réwnolegtoboku). Pole tréjkagta PMN jest
rowne pofowa pola réwnolegtoboku minus pole czworokgta ABNM i suma pol tréjkatéw
AKM i BLN tez jest rowna potowa pola réwnolegtoboku minus pole czworokgta ABNM.

2. Czworokgt wypukty ABCD ma pole rowne 1. Punkt K jest symetryczny do punktu B
wzgledem punktu A, punkt L jest symetryczny do punktu C wzgledem punktu B, punkt M jest
symetryczny do punktu D wzgledem punktu C, punkt N jest symetryczny do punktu A
wzgledem punktu D. Oblicz pole czworokqta KLMN.
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PoprowadZmy przekatng AC. Trojkaty brgzowe majg rowne pola: tréjkaty ACD i DCN majg
rowne podstawy AD i DN oraz wspolng wysokos¢, tréjkaty DCN i CMN majg jednakowe
podstawy DC i CM oraz wspdlng wysokos¢. Podobnie mozna pokazaé, ze tréjkaty zielone
maja jednakowe pola. Suma pdl tréjkatow DMN i LBK wynosi wiec 2. Podobnie mozna
pokazac, ze suma pdl tréjkatow CLM i KAN wynosi 2 (teraz trzeba bedzie poprowadzi¢
przekatng BD). Ostatecznie dostajemy, ze pole czworokata KLMN wynosi 5.

3. Punkt S lezy wewnqtrz szesciokqta foremnego ABCDEF. Udowodnij, ze suma pdl
trojkqtow ABS, CDS, EFS jest rowna potfowie pola szesciokqgta ABCDEF.
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Wpiszmy nasz szesciokat w tréjkat rownoboczny GHI, jak na rysunku. Trojkaty HAS, ABS i
BIS majg réwne pola (zastandéw sie dlaczego), wiec pole tréjkata ABS stanowi % pola tréjkata
HIS. Podobnie pole tréjkata CDS stanowi g pola tréjkata HGS i pole tréjkata EFS stanowi§
pola tréjkata GHS. Z tego wynika, ze suma pol tréjkatéw ABS, CDS, EFS stanowi § pola

trojkata GHI, a wiec potowe pola szesciokata, bo pole szesciokata to g pola trojkata GHI.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Kwadrat podzielono prostymi réwnolegtymi do jego bokéw na 19992 kwadracikéw. Czy
mozna pociqc ten kwadrat wzdtuz linii podziatu na 10000 prostokqtow, ktorych przekgtne sq
rowne?

Nie mozna.

Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze taki podziat jest mozliwy. Niech bok matego kwadracika
bedzie jednostka dtugosci a jego pole jednostkg pola. Matych kwadracikow jest nieparzysta
ilos¢, a prostokatow parzysta. Muszg wiec istniec¢ prostokaty o polu parzystym i prostokaty
o polu nieparzystym. Wezmy prostokat o polu nieparzystym. Ma on boki a i b o dtugosciach
nieparzystych. Wéwczas a? + b? daje reszte 2 przy dzieleniu przez 4. Wezmy prostokat
polu parzystym. Ma on boki c i d, gdzie obie te liczby sg parzyste lub jedna z nich jest



parzysta, a druga nieparzysta. W pierwszym przypadku c? + d? jest podzielne przez 4, a w
drugim daje reszte 1 przy dzieleniu przez 4. Mamy sprzecznosc, bo gdyby wszystkie
przekatne byty rowne to suma kwadratow dtugosci bokéw prostokgtéw musiatby byé
rowna.

2. Rozwigz w liczbach catkowitych réwnanie x*> — 7y = 10

Nasze réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci x> — 10 = 7y. Prawa strona jest podzielna
przez 7. Zeby lewa strona byfa podzielna przez 7, liczba x? musiataby dawaé reszte 3 z
dzielenia przez 7. Sprawdzajac po kolei liczby postaci 7k, 7k + 1, ..., 7k + 6 stwierdzamy, ze
jest to niemozliwe. Nasze rdwnanie nie ma wiec rozwigzan.

3. Rozwiqz rownanie
54 6x _ 15x — 7
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gdzie [a] oznacza ceche liczby a, czyli najwiekszq liczbe catkowitq mniejszq lub rowng a.
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Liczba jest catkowita. Oznaczmy — = k. Wodwczas x = — - Nasze rownanie

mozemy wiec zapisac tak:
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Wsraod liczb catkowitych uktad ten spetniaja liczby 0 i 1. Korzystajac z rownosci x =

. . . 7 4
dostajemy dwa rozwigzania: x = " lub x = -



