90

RzO
Zestaw 26 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Dane sq punkty A, B, C, D, przy czym A + B oraz C # D (zob. rysunek). Proste AB i CD
przecinajq sie w punkcie S. Udowodnij, ze

[ABC] _ ¢S

[ABD] DS
gdzie [XYZ] oznacza pole trojkqta XY Z.

C

A- 'B _'S

Wykorzystamy fakt, ze stosunek pdl tréjkatéw o wspdlnej wysokosci jest réwny stosunkowi

podstaw. Oznaczmy CS = x, DS = y. Mamy wiec:
[cAS] _ «x [CBS] _ «x

—— == o0raz—==-

[DAS] ¥y [DBS] ¥y

Mnozymy na krzyz:

[CAS] -y = [DAS] - x oraz [CBS]-y =[DBS]-x

Odejmujemy stronami:
[CAS] -y — [CBS] -
y([CAS] [CBS])
[CAS] — [CBS]

X
[DAS] — [DBS] _ y

y = [DAS] - x — [DBS] - x
= x([DAS] — [DBS])

Ostatecznie dostajemy:
[ABC] _ [CAS] — [CBS] X
[ABD] [DAS]—[DBS] vy

2. Niech max{a, b} oznacza nie mniejszq z liczb a, b, a min{a, b} oznacza nie wiekszq z tych
liczb. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x,y zachodzq rownosci:



x+y+|x—y|

a) max{x,y} = ——,— oraz b) min{x,y} = xty-lx-yl

2
Jeslix =y, to |x —y| = 0iw obydwu przypadkach dostajemy wspdlng wartos¢ x i y.

x+y+|x-y|  x+tytx-y _ 2x
B 2 2

Zatézmy, ze x > y. Wéwczas max{x, y} = x. Z drugiej strony =x

min{x, y} = y. Z drugiej strony x+y_2|x_y| = x+y;x+y = 273/ =y

3 o ] . X+y+|x— X+y—x+

Zatézmy z kolei, ze y > x. Wéwczas max{x, y} = y. Z drugiej strony = = yz > =

2y

> =Y

x+y—|x-y| _ x+y+x-y _ 2x
- 2 T2

min{x, y} = x. Z drugiej strony =x

3. Znajdz liczbe dziewieciocyfrowq utworzonq z cyfr 1, ..., 9 w taki sposob, ze kazda z tych cyfr
wystepuje doktadnie raz i liczba utworzona z pierwszej cyfry jest podzielna przez 1, liczba
utworzona z dwdch pierwszych cyfr jest podzielna przez 2, liczba utworzona z trzech
pierwszych cyfr jest podzielna przez 3 itd.

Ta liczba to 381654729

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Punkt E nalezy do przekqtnej BD. Prosta
przechodzqca przez punkt D i rownolegta do prostej AE przecina prostqg AC w punkcie F.
Udowodhnij, ze proste BF i CE sq rownolegtfe.

F

A

Oznaczmy przez [XYZ] pole tréjkata XY Z.

ABCD jest trapezem, wiec [AGD] = [GBC]. AEFD jest trapezem, wiec [AGD] = [GEF].
Stad wynika, ze [GBC] = [GEF]. Stad tatwo udowodnisz, ze [CEF] = [CEB]. Trojkaty CEF i
CEB majg wiec jednakowe wysokosci, a to implikuje rownolegtos¢ prostych BF i CE.

2. Udowodhnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spetniona jest nierownosc¢



la+b—cl+la=b+cl+|—a+b+c|=|al+|b|l+ ||
Skorzystamy z faktu, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y |x| + |y| = |x + y|

la+b—cl+la—b+c|l=|la+b—c+a—b+c|=2|aq|
la—b+c|l+|-a+b+cl=la—b+c—a+b+c|=2||
la+b—c|l+|-a+b+cl=|la+b—c—a+b+c|=2|b|

Po dodaniu stronami i podzieleniu przez 2 dostajemy teze.

3. Udowodnij, ze jesli dang liczbe mozna przedstawic¢ w postaci sumy kwadratow trzech liczb
catkowitych, to jej trzykrotnos¢ mozna zapisac jako sume kwadratow czterech liczb
catkowitych.

x =a?+b?+ c?
3x =3a?+3b*+3c?=(a+b+c)*+(a—b)*+(b—c)+ (a—c)?



