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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. W pewnym kraju jest skoriczona liczba miast, ktore potfqgczono sieciq drog
jednokierunkowych. Wiadomo, ze kazde dwa miasta tqczy pewna droga jednokierunkowa.
Udowodnij, ze istnieje miasto, z ktorego mozna odby¢ podrdz do kazdego innego

miasta.

Wybieramy miasto A, z ktdrego wychodzi najwiecej bezposrednich drég do innych miast.
Niech S bedzie zbiorem wszystkich miast, do ktérych mozna dojechaé z miasta A
bezposrednig drogg. Jesli kazde miasto (oprdcz A) nalezy do zbioru S, to A jest szukanym
miastem. W przeciwnym razie bierzemy dowolne miasto B & S. Oczywiscie

z miasta B wychodzi bezposrednia droga do miasta A. Pokazemy, ze w zbiorze

S istnieje miasto C, z ktdrego prowadzi bezposrednia droga do B (a wiec z miasta A

mozna dojechac do B przez miasto C). Gdyby bowiem tak nie byto, to z miasta B prowadzitaby
bezposrednia droga do kazdego miasta ze zbioru S oraz do miasta A, czyli

co najmniej o jedng droge wiecej niz z miasta A. To jednak przeczy temu, ze z miasta

A wychodzi najwiecej drdg. Ta sprzeczno$¢ konczy dowdd twierdzenia.

2. Znajd? wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 4p* + 1i 6p? + 1 sq réwniez liczbami
pierwszymi.

Jedyna taka liczba jest 5. W pozostatych przypadkach jedna z liczb 4p? + 1 lub 6p? + 1 jest
podzielna przez 5, co tatwo udowodnisz na przyktad badajgc ostatnie cyfry tych liczb.

3. Dane sq dwa okregi styczne zewnetrznie w punkcie A oraz prosta styczna do obu okregow
odpowiednio w punktach B i C. Wyka:z, ze trojkqt ABC jest prostokgtny.

Kat BAC ma miare 180° — (90° — a) — (90° — B) = a + B (z trojkata ABC). Poniewaz
2a + 26 = 180°, wiec a + B jest katem prostym.



KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Na ptaszczyznie danych jest n punktow. Kazde trzy punkty sq wierzchotkami trojkgta
o polu < 1. Udowodnij, Zze wszystkie punkty lezq w pewnym tréjkqcie o polu < 4.

Rozwazamy wszystkie trojkaty, ktérych wierzchotkami sg trzy z rozwazanych
n punktédw. Oczywiscie istnieje skonczenie wiele takich tréjkatéw (z pewnoscia
jest ich mniej niz n3). Zatem wsrdd tych tréjkatow istnieje tréjkat o najwiekszym polu.
Niech trojkat ABC ma zatem najwieksze pole (jesli istnieje kilka trojkatow o tym samym
najwiekszym polu, to wybieramy ktdrykolwiek z nich). Oznaczmy pole trdjkata XYZ przez
[XYZ] Oczywiscie [ABC] < 1.
Przez wierzchotek C prowadzimy prostg m rownolegtg do prostej AB. Wtedy wszystkie
punkty rozwazanego zbioru lezg po tej samej stronie prostej m, co punkty Ai B
(z wigczeniem prostej m). Przypusémy bowiem, ze pewien punkt D lezy po przeciwnej
stronie prostej m. Wéwczas [ABD] > [ABC], gdyz trojkaty ABC i ABD majg wspdlng podstawe
AB, ale wysokos¢ trojkata ABD jest wieksza od wysokosci trojkgta ABC. To jednak jest
sprzeczne z wyborem tréjkata ABC, ktérego pole miato by¢ najwieksze. Poprowadzmy
teraz prosta k przechodzaca przez wierzchotek A i réwnolegtg do prostej BC oraz prosta
| przechodzaca przez wierzchotek B i rdwnolegty do prostej AC. Punkty przeciecia
prostych k, | i m sg wierzchotkami trojkata KLM.
Tak jak wyzej dowodzimy, ze wszystkie rozwazane punkty lezg po tej stronie prostej k
co punkty B i C oraz po tej samej stronie prostej | co punkty A i C (z wtgczeniem tych
prostych). Inaczej méwigc, wszystkie te punkty lezg w trojkacie KLM (w jego wnetrzu
lub na brzegu). Do zakonczenia rozwigzania wystarczy zauwazy¢, ze

AABC = AKBC = A CAL = A BMA,
skad wynika, ze [KLM] = 4 - [ABC] < 4.

2. Znajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 8p? + 1 jest rowniez liczbq pierwszq.

Jedyna taka liczba jest 3. W pozostatych przypadkach liczba 8p? + 1 jest podzielna przez 3,
co tatwo stwierdzisz badajac reszty z dzielenia przez 3.

3. Na okregu wybrano cztery kolejne punkty A, B, C, D. Srodki tukéw AB, BC, CD i DA
oznaczono odpowiednio jako K, L, M, N. Udowodnij, Ze pole czworokgta KLMN rowne jest
pofowie iloczynu dtugosci jego przekqgtnych.



Woystarczy wykazaé, ze nasz czworokat ma prostopadte przekatne (dlaczego?). Pokazemy, ze
suma katow KML i NLM wynosi 90°. Jest tak, poniewaz suma tukow KBL i MDN daje pétkole.



