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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Na tablicy zapisujemy liczby od 1 do 10. Scieramy dwie liczby i w ich miejsce wpisujemy ich
sume pomniejszonq o 1. Wykonujemy te operacje tyle razy, az na tablicy zostanie tylko jedna
liczba. Udowodnij, ze niezaleznie od tego, jak bedziemy scierac liczby, na koricu zawsze
otrzymamy te samgq liczbe i podaj, co to za liczba.

Na poczatku suma wszystkich zapisanych liczb wynosi 55. Po kazdym wykonaniu naszej
operacji suma ta zmniejsza sie o 1. Operacje wykonujemy 9 razy (po kazdym wykonaniu ilos¢
liczb na tablicy zmniejsza sie o 1), wiec nasza suma zmniejszy sie 0 9 i zawsze wyniesie 46.

2. Dany jest okrqgg 0,0 srodku S oraz okrqg O,, przechodzqcy przez S i przecinajgcy okrgg O,
w punktach A i B. Z punktu A poprowadzono prostq, przecinajgcq okrqgg O, w punkcie C, a
okrgg O, w punkcie D. Udowodnij, ze trojkgt BCD jest rownoramienny.

Najlepiej rozwigzac to zadanie korzystajgc z twierdzen o katach w kole oraz z twierdzenia o
czworokacie wpisanym w okrag.

Mozliwe sg 3 przypadki.

1 przypadek:

Oznaczmy przez a kat BCD. Wéwczas kat BCA ma miare 180 °— «a. Kat wklesty ASB jako
Srodkowy oparty na tym samym tuku, co BCA ma miare 2a. Czworokat BDAS jest wpisany w
okrag, wiec kat BDA (a tym samym BDC(C) ma miare 180 °— 2«a. Pozostaje wyliczyé miare
kata CBD:

CBD = 180° — a — (180° — 2a) = «



Tréjkat BCD ma wiec dwa katy o mierze a, czyli jest rwnoramienny.

2 przypadek:

Oznaczmy przez a kat BCD. Kat BSA jako $rodkowy oparty na tym samym tuku ma miare 2a.
Czworokat BDAS jest wpisany w okrag, wiec kat BDA (a tym samym BD(C) ma miare 180 °—
2a. Jak w przypadku 1 wyliczamy miare kata CBD i znéw wychodzi nam «.

Przypadek 3.

Znéw oznaczmy przez a kat BCD. Kat BSA jako srodkowy oparty na tym samym fuku ma
miare 2a. Kat ADB jest w prawym okregu oparty na tym samym fuku, co kat BSA, wiec tez
ma miare 2a. Kat CDB, jako do niego przylegty, ma miare 180 °— 2a. Wyliczamy miare kata
CBD i znéw wychodzi nam «a.

3. O liczbach a, b, c, d wiadomo, ze spetniajq uktad rownarn:

{a+b+c+d=101
ab + cd = 200

Udowodhnij, Ze doktadnie jedna z tych liczb jest nieparzysta.

Gdyby wsrdd liczb a, b, ¢, d byty same parzyste, same nieparzyste lub dwie parzyste i dwie
nieparzyste, to pierwsze réwnanie bytoby sprzeczne, bo miatoby po lewej stronie liczbe
parzystg, a po prawej nieparzysty. Gdyby z kolei byty trzy nieparzyste, to drugie réwnanie
bytoby sprzeczne, bo po lewej stronie bytaby liczba nieparzysta, a po prawej parzysta.



Jedynie, gdy wsréd tych liczb jest doktadnie jedna nieparzysta, uktad réwnan nie jest
sprzeczny.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Dany jest tréjkgt prostokgtny o przyprostokgtnych dtugosci odpowiednio a i b. Na
pierwszej z tych przyprostokgtnych wybrano punkt P, a na drugiej punkt Q. Niech K i
H bedq rzutami prostokqgtnymi odpowiednio punktow P i Q na przeciwprostokqgtng. Jaka
jest najmniejsza mozliwa wartos¢ sumy |KP| + |PQ| + |QH|? Odpowiedz uzasadnij.

Wykazemy, ze najmniejsza mozliwa wartos¢ interesujgcej nas sumy wynosi 5

Oznaczmy wierzchotki naszego trojkata przez A, B, C, jak na rysunku powyzej. Przeksztat¢my
tréjkat ABC w symetrii wzgledem prostej AB i oznaczmy przez H’ obraz punktu H, oraz w
symetrii wzgledem prostej AC i oznaczmy przez K’ obraz punktu K. Wéwczas |KP| +

|PQ| + |QH| = |K'P| + |PQ| + |QH'|. Dtugos¢ tamanej K’PQH’ jest wieksza lub réwna od
odlegtosci miedzy odcinkami B’C i C'B (ktére oczywiscie sg rownolegte), a ta odlegtosc jest

rowna podwojonej wysokosci tréjkata ABC opuszczonej na przeciwprostokatng czyli \/azzaTbbz.

2. Mamy 17 liczb rzeczywistych. Wiadomo, ze suma dowolnych dziewieciu sposrod tych liczb
jest wieksza od sumy pozostatych osmiu. Wykaz, ze wszystkie te liczby sq dodatnie.

Oznaczmy nasze liczby przez a4, a,, ..., a;7. Z warunkdéw zadania wynika, ze:
a, +a, t+az+ay+as+ag+a;, +ag+ ag
> Q9 t+ A1 T Aqpt+a3+a14 + a15taq6 + aq7
oraz
ag+aq.g+ a1 + apta3+a4 + ay5+a6 + a4
>a,+a,+az+a,+as+ag+a;+ag

Dodajac te nierownosci stronami i redukujgc wyrazy podobne dostajemy:
2a9 >0

czyli
ags >0



W podobny sposéb pokazemy, ze wszystkie pozostate liczby sg wieksze od 0.

3. Wyznacz wszystkie liczby catkowite nieujemne n, dla ktorych liczba 7" + 2 - 4™ jest liczbg
pierwszq.

Dlan = 0 otrzymujemy liczbe pierwszg 3. Dla n > 0 otrzymujemy liczbe wiekszg od 3 i
podzielng przez 3, bo zardwno wszystkie naturalne potegi siédemki, jak i wszystkie
naturalne potegi czworki przystajg do 1 modulo 3. Jedynym rozwigzaniem jest wiec n = 0.



