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STRzO
Zestaw 30 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE
1. Liczby a, b, c sq dodatnie. Wyka:z, ze:

a b c
a+1+(a+1)(b+1)+(a+1)(b+1)(c+1)<

1

Sprowadzamy do wspdélnego mianownika:

a(b+1)(c+1) b(c+1) c
@ DO+ D+D @ DG+ DE+D) @+ DO+ DE+D

1

Wykonujemy dziatania po lewej stronie:

abc+ab+bc+ac+a+b+c
<1
abc+ab+bc+ac+a+b+c+1

Mianownik jest o 1 wiekszy od licznika, wiec istotnie lewa strona jest mniejsza od 1
2. lle dzielnikéw ma liczba 2% - 3> +2-3% 4+ 23-37?

Wytaczamy 3° przed nawias i przedstawiamy nasza liczbe w postaci iloczynu liczb pierwszych:
3°(22+2-3+42%:3%2)=3%-82=2-3%-41

Aby policzy¢ dzielniki zauwazamy, ze kazdy dzielnik naszej liczby ma w rozktadzie na czynniki
pierwsze liczbe 2 w potedze 0 lub 1 (a wiec na dwa sposoby), liczbe 3 w potegach od 0 do 5
(wiec na szes¢ sposobdw) i 41 w potedze O lub 1 (na dwa sposoby). W sumie mozliwosci
utworzenia dzielnikow naszej liczby jest 2 - 6 - 2 czyli 24.

3. Oblicz sume siedmiu zaznaczonych kgtow:




Popatrzmy na siedmiokat ABCDEFG. Suma jego katéw a; + a, + -+ a;, = 5-180° = 900°
(siedmiokat mozna odcinkami wychodzgcymi z jednego wierzchotka podzieli¢ na 5
tréjkatow). Katy niebieskie, to katy przylegte do katéw czerwonych. Ich suma wynosi:

2-(180°—a;)+2-(180°—ay)+..+2-(180° — a;) = 2520° — 2(a; + a, + -+ + a7)

= 2520° —1800° = 720°
Sume katow zielonych policzymy korzystajgc z sumy katéw w trojkatach na zewnatrz
siedmiokata ABCDEFG:
7+-180° — 720° = 540°

Ciekawostka jest fakt, ze nie tylko w siedmiokacie, ale w kazdym wielokacie wypuktym suma
katow przylegtych do katdw wewnetrznych (nazywamy je kagtami zewnetrznymi) wynosi
720°. Mozecie sprobowac ten fakt udowodnié.

KLASY TRZECIE | CZWARTE
1. Uzasadnij, Ze dowolnej liczby naturalnej n:
nm+1)n+2)(n+3)-..-2n=2"-1-3-5-...-(2n—1)
Rozwigzanie 1.
Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.
Dlan = 1 lewa strona rowna sie 2 i prawa tez 2.

Zatozenie indukcyjne:
nm+1)n+2)(n+3)-..-2n=2"-1-3-5-...-(2n—1)

Teza indukcyjna:
nm+2)n+3)(n+4)-...-2n-2n+1)-2(n+1)
=2m1.1.3-5-...-(2n—-1)-2n+1)

Policzmy warto$¢ wyrazenia (n+2)(n+3)(n+4)-...-2n-2n+1)-2(n+ 1).
Z zatozenia indukcyjnego:

2"1-3:5-..-(2n—1)
n+2)(n+3):..-2n= T D

Mamy wiec:
m+2)n+3)(n+4)-..-2n-2n+1)-2(n+1)
_2"-1-3-5-...-(211—1). ) 0.2 "
= T D 2n+1)-2(n+1)

=2"*1.1.3.5-..-(2n—1)-(2n+1)

Rozwigzanie 2

Wyrazenie1-3 -5+ ...- (2n — 1) mozemy zapisa¢ tak:



1-2:3:4-5-..-(2n—-1)2n
1-3:5-...-(2n—1) = ( )

2:4-6-.."2n
2 3en-(n+1)..-2n—1)-2n
B 20123+ . n)
_(n+1)(n+2)(n+3)-...-(2n—1)-2n
= o

To, co otrzymalismy wstawiamy do prawej strony naszej rownosci:
. n+1)n+2)(n+3)-...-2n—-1) - 2n

271,
i otrzymalismy lewgq strone, wiec réwnosc¢ jest udowodniona.

=n+1)n+2)(n+3)-..-2n

2. Wiadomo, ze liczba a jest n razy wieksza od liczby b, a suma liczb a i b jest m razy
wieksza od ich roznicy. Znalez¢ sume m + n, wiedzgc, Zze m i n nalezq do liczb naturalnych.

a=nb

nb +b =m(nb — b)
nb+ b =mnb —mb
n+l=mn—-—-m
mn—m-n—1=0
mn—1)—-(n-1)=2
m—1Dn-1)=2

Mamy wiec:
{n—1=2|w{n—1=1

Woystarczy teraz dodaé otrzymane rownosci stronami. W obydwu przypadkach otrzymujemy
m+n=>5

3. Dany jest pieciokgt wypukty ABCDE, w ktorym BC = CD; DE = EA;
ABCD = 4ADEA = 90°. Wykaz, ze z odcinkdw o dtugosciach AC, CE, EB mozna zbudowac
trojkgt oraz wyznacz miary jego kqtow, znajgc miare a kata ACE i miare [ kata BEC.

Oto nasz pieciokat:
E




Obréémy trojkat ABC o -90° wokdt punktu C. Wéwczas obrazem punktu B bedzie punkt D,
a obrazem punktu A — punkt F. Nastepnie obracamy tréjkat ABE o 90° wokot punktu E.
Obrazem punktu A jest punkt D, a obrazem punktu B — punkt F (to, ze punkt B wyladuje tez
w punkcie F wynika z faktu, ze suma katodw EDC, CBA i BAE wynosi 360°). Szukanym
trojkatem jest wiec tréjkat CEF.

E F

B

Obliczmy jego katy. Kat ECF ma miare 90° — a, kat CEF:90° — [, a kat CFE:
180° - (90° —a)—(90°—=pB)=a +p



