Zestaw 31 MATEMATYK'

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Punkt M jest srodkiem boku AB trojkqta ABC. Na srodkowej CM znajduje sie taki punkt D,
ze AC = BD. Udowodhnij, ze AMCA = AMDB.

Gdy w zadaniu o tréjkatach pojawia sie srodkowa, wiele pozytku moze przyniesé
zastosowanie symetrii srodkowej.

Przeksztatémy nasz trdjkat w symetrii wzgledem punktu M. Otrzymamy wéwczas
réwnolegtobok AC’BC. BC’ = AC = BD, a wiec tréjkat C’BD jest réwnoramienny, z czego
wynika, ze katy MDB i MC'B sg réwne, a ze 4MCA = AMC'B, wiec rowne s3 rowniez katy
MCAiMDB.

2. Czy istnieje taka catkowita dodatnia liczba n, Ze 2n jest kwadratem liczby catkowitej, zas
1024n jest czwartq potegq liczby catkowitej? Odpowiedz uzasadnij.

Taka liczba nie istnieje. Niech liczba n zawiera w rozktadzie na czynniki pierwsze k dwdjek.
Liczba k jest nieparzysta, bo 2n jest kwadratem liczby catkowitej. Liczba 2024n w rozktadzie
na czynniki pierwsze ma 10 + k dwdjek. 10 + k jest liczba nieparzystg, nie dzieli sie wiec
przez 4, a to decyduje, ze liczba 1024n nie moze by¢ czwartg potegg liczby catkowite;j.

3. Pan Kowalski sprzedaje buty. Dzis rano przyszedt do niego klient i dosc¢ szybko zdecydowat
sie na mokasyny za 80 zt. Wreczyt panu Kowalskiemu banknot 200 zt, ale ten niestety nie miat
wydac. Poszedt wiec do sgsiedniego kiosku i rozmienit 200 zt. Klient zabrat buty i 120 zt reszty
i poszedt. Po dziesieciu minutach do sklepu pana Kowalskiego wpadt zdenerwowany
wtasciciel kiosku stwierdzajgc, Ze wreczony mu banknot 200 zt jest fatszywy. Niestety, klient
dawno znikngt i pan Kowalski musiat oddac¢ 200 zt z wtasnych pieniedzy. Pan Kowalski byt
smutny — dzien sie tak dobrze zapowiadat, a on tyle stracit. No wtasnie — ile stracit?
Przyjmujemy, ze buty byty warte 80 z1.



Pan Kowalski stracit 200 zt. Do momentu wykrycia fatszerstwa nie ma mowy o zadnej stracie.
Strata pojawia sie dopiero, gdy trzeba odda¢ 200 zt wtascicielowi kiosku.
Bilans zyskow i strat pana Kowalskiego mozemy opisa¢ w tabelce:

zysk strata
200 zt (wptata dobrych pieniedzy 120 zt (reszta)
do kasy p. Kowalskiego) 80 (wartos$é butéow)
200 (dla pana z sgsiedniego
kiosku)
200 400

200—-120—-80— 200 = —200

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Czy istniejq takie cztery dodatnie liczby catkowite, ze dowolne dwie z nich majg najwiekszy
wspolny dzielnik wiekszy od 1, a dowolne trzy z nich majq najwiekszy wspdlny dzielnik rowny
1? Odpowiedz uzasadnij.

Takie liczby istniejg. Sg to na przyktad 30, 154, 273 i 715. Jak szukaé takich liczb? Niech a, b, c,
d e, f bedg réznymi liczbami pierwszymi. Nasze liczby mozemy otrzymac na przyktad jako
iloczyny abc, ade, bdf, cef.

2. Rozwiqz uktad rownan

x2=y+z
y2=z+x

z? = x% + y?
Odejmujemy stronami drugie rownanie od pierwszego i dostajemy
x2—y2=y—x
=y +y)=y—x
x—y)x+y)+x—-y)=0
x—y)x+y+1)=0
Stad wynika,zey =xluby = —x —1
(1) y = x. Wowczas z trzeciego rédwnania dostajemy
z% = 2x?

z=xV2 lubz = —xV2

(1a) z = xV/2. Wéweczas pierwsze réwnanie przybiera postaé
x% =x+xV2

To réownanie ma dwa rozwigzania: O oraz 1 + V2. Daje nam to dwie trojki spetniajgce nasz
uktad réwnari: (0,0,0)i (1 +v2,1+v2,vV2 + 2).



(1b) z = —x+/2. Wowczas pierwsze rownanie przybiera postac
x2=x—xV2

To réwnanie ma dwa rozwiazania: 0 oraz 1 — v/2. Daje to nam dodatkowe rozwigzanie

naszego uktadu rownan: (1 — V2,1 -2, -2 + 2).

(2) y = —x — 1. Wdwczas z trzeciego rownania dostajemy
zZ2=x"+(—x—-1)?=x*>+x*+2x+1=2x>+2x+1=2(x*+x+1)—1

Poniewaz z pierwszego réwnania z = x2 —y = x% + x + 1, wiec
z2=2z-1
Jedynym rozwigzaniem tego rownania jest liczba 1.

Jeszcze raz wracamy do trzeciego rownania uwzgledniajac, zey = —x — 1
1=x?+(—x—-1%?=2x*+2x+1
2x2+2x=0

x =0 (wtedyy = —1)lubx = —1 (wtedy y = 0).
Ostatecznie uktad rownan ma piec rozwigzan:

x=0 x=1++2 x=1-+2 x=0 x=-1
y=0 lub \y=1++/2 Ilub y=1-12 Iub{y=—1 Iub{y=0
z=0 z=V2+2 z=—2+2 z=1 z=1

Mozna sprawdzi¢, ze wszystkie te tréjki spetniajg nasz uktad rownan.

3. Jakie sq dwie ostatnie cyfry liczby 20112%°11, Odpowied? uzasadnij.

To zadanie jest doskonatg okazjg, by sie zapoznac¢ ze wzorem dwumianowym Newtona.
Pozwala on podnies¢ sume dwodch sktadnikdw do dowolnej potegi:
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Pojawiajacy sie we wzorze symbol (Z) nazywany jest symbolem Newtona i liczy sie go ze
wzoru:

|
() = k!(:—k)!

Liczbe 20112°1! mozemy zapisac tak:

2011 2011
(2010 + 1)2°11 =20102°11 + ( . )20102010 + ( ) )20102009 + 42010+ 1

Wszystkie sktadniki powyzszej sumy oprdcz dwdch ostatnich majg na koncu (co najmniej)
dwa zera. Ostatnie wiec cyfry naszej liczby to 11.



