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Zestaw 32 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Liczby naturalne od 1 do 101 zapisane po kolei tworzg w ten sposob liczbe. Rozstrzygnij, czy
ta liczba jest ztoZzona. Czy jest ona kwadratem pewnej liczby naturalnej?

Liczba, o ktérej mowa w zadaniu, jest ztozona, bo jest podzielna przez 3. Aby sie o tym
przekonac, policzmy sume jej cyfr dodajac do siebie sumy cyfr w kazdej dziesigtce.
-liczby1-9:14+2+4+34+44+54+6+7+8+9 =45

-liczby 10-19:10-14+14+2+34+44+54+6+74+8+9 =55

-liczby90-99:10-94+1+4+2+4+34+44+54+6+7+8+9 =135
- liczby 100-101:3-1 =3
Ostatecznie:

454+554+654+754+85+95+ 105+ 1154+ 1254+ 135+ 3 =903
Suma cyfr jest podzielna przez 3, wiec nasza liczba tez.
Liczba ta nie jest kwadratem liczby naturalnej. Aby tak byto, w jej rozktadzie na czynniki
pierwsze kazdy czynnik musiatby wystgpié¢ parzystg liczbe razy, a tymczasem trojka wystepuje
tylko raz, bo nasza liczba jest podzielna przez 3, a nie jest podzielna przez 9 (suma cyfr nie
jest podzielna przez 9).

2. Wykaz, ze dla kazdego x + 0 zachodzi nierownos¢
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Po usunieciu nawiasow i uporzadkowaniu nasza nieréwnosc¢ przybierze postac:
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Podobnie udowodnimy, ze x* +—>2 x® +—>2 x8 +—>2 X104 = >2
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Dodajac do siebie stronami te pieé nierdwnosci dostajemy
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Uwaga! Choc¢ prawdg jest, ze dla kazdego x + 0
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nie jest prawdg, ze dla kazdego x + 0
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Ta nieréwnos¢ nie zachodzi oczywiscie dla liczb ujemnych.

3. W tréjkgcie ABC poprowadzono dwusieczng kqta AD. Wyznaczyc kqty trojkqta ABC, jesli
srodek okregu wpisanego w tréjkqt ABD jest jednoczesnie srodkiem okregu opisanego na
trojkgcie ABC.

Uzasadnijmy oznaczenia na rysunku. Katy BAO i OAD s3 réwne, bo Srodek okregu wpisanego
jest punktem przeciecia dwusiecznych. Kagty BAD i DAC sg réwne, bo AD jest dwusieczng,
katy OAC i ACO s3g réwne, bo tréjkat AOC jest réwnoramienny (OA i OC sg promieniami
okregu opisanego). Sprobuj sam uzasadni¢ miare a dla pozostatych katéw.

Dostajemy wiec 10a = 180°, czyli « = 18°. Nasz tréjkat ma wiec katy 36°,72°,72°.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Wyznacz wszystkie liczby naturalne, ktdre sq 11 razy wieksze od sumy swych cyfr.

Bezposrednim rachunkiem sprawdzimy, ze (oprdcz 0) nie ma liczby spetniajacej warunki
zadania wsrod liczb jedno i dwucyfrowych. Dla liczb trzycyfrowych mamy:
100a+10b+c=11a+ 11b+ 11c
89a =b + 10c
Poniewaz a, b i ¢ sg cyframi, wiec prawa strona rdwnania jest dwucyfrowa, a wieca = 1,
b=9
ic=8.
Rozwazmy liczby wiecej niz dwucyfrowe. Wéwczas:
10"a, + ---+ 1000a3 + 100a, + 10a; + a, = 11a, + - + 11q,
(10™ —11l)a, + -+ 89a, = a; + 10q,



Prawa strona jest dwucyfrowa, a lewa wiecej niz dwucyfrowa. Mamy wiec sprzecznos¢.
Jedynym wiec (poza 0) rozwigzaniem jest liczba 198.

2. Niech d4,d,, d5, d, bedq odlegtosciami punktu wewnetrznego czworokqta wypuktego od
jego wierzchotkow. Wykaz, ze

di+ dy + ds +dy > 2V2S
gdzie S oznacza pole czworokgta.

Wykorzystamy wzér na pole czworokata § = %ef sin a, gdzie a jest kagtem miedzy

przekatnymi, nierownosc trojkata oraz nieréwnos¢ miedzy srednimi.
Z powyzszego wzoru na pole czworokata oraz z faktu, ze sin a jest mniejszy lub réwny od 1,
wynika, ze

25 < ef
Pierwiastkujemy te nieréwnos¢ i mnozymy przez 2:
2V2S < 2,/ef
Z nieréwnosci miedzy Srednimi:
2V2§ <2\ Jef <e+f

| z nierédwnosci tréjkata:
2V2§ <2\ ef <e+f<d;+ d,+ d;+d,
3. Czy istnieje ostrostup, ktorego podstawq jest czworokgt wypukty i ktorego dwie

przeciwlegte sciany sq prostopadte zarowno do siebie, jak i do podstawy ostrostupa?
Odpowiedz uzasadnij.

Taki ostrostup istnieje. Najlepiej wystrugac go sobie z sze$cianu, bo to nam zapewni
wszystkie zgdane prostopadtosci. Zobacz rysunek:
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