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Zestaw 2

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Jesli zegar scienny wybija godzine szostq w ciggu szesciu sekund, to ile czasu zuzyje na
wybicie godziny dwunastej?

Odpowiedz 12 sekund jest btedna. Fakt, ze zegar wybija godzine szdstg w ciggu szesciu

sekund oznacza, ze przerwa miedzy kolejnymi uderzeniami trwa Esekundy (jest 5 takich

przerw). Godzine dwunastg bedzie wiec zegar wybijat przez 11 -S = 13,2 sekundy.

2. W pewnym dniu trzy zegary miejskie wybity potudnie - o dziwo - jednoczesnie, ale tylko
jeden z nich idzie jak nalezy, drugi spieszy sie o 10 minut dziennie, trzeci zas spozZnia sie
codziennie 12 minut. Po uptywie ilu dni zegary te zndw razem wybijq pofudnie?

Zegar, ktdry sie spieszy wybije zndw poprawnie godzine dwunastg za 72 dni (po 6 dniach o
dwunastej wybije pierwszg itd.). Zegar, ktdry sie spdznia wybije zndw poprawnie dwunastg za
60 dni. Oba razem wybijg poprawnie dwunastg za 360 dni, bo to jest najmniejsza wspdlna
wielokrotnosc liczb 72 i 60. Liczba ta jest podzielna przez 24, wiec bedzie to potudnie, a nie
potnoc.

3. Rozwigz w liczbach catkowitych rownanie
* —y* =1223334444

Réwnanie to nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych. Aby sie o tym przekonaé wystarczy
roztozy¢ lewg strone na czynniki uzywajgc dwukrotnie wzoru skréconego mnozenia na
réznice kwadratéw. Otrzymujemy:

(x% 4+ y®)(x + y)(x — y) = 1223334444

Jezeli liczby x i y s tej samej parzystosci lewa strona jest podzielna przez 8, a prawa nie, a
jezeliliczby x i y sg réznej parzystosci, lewa strona jest nieparzysta, a prawa parzysta.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych (x,v) dla ktérych x* + 4y* jest liczbq pierwszq.

Przeksztatcamy:

x* + 4yt = (x? + 2y2)% — 4x2y? = (x% + 2y?% — 2xy)(x? + 2y?% + 2xy)
Poniewaz chcemy dostaé liczbe pierwsza wiec x% + 2y% — 2xy = 1 lub
x2 42y +2xy =1



Rozwazmy réwno$¢ x? + 2y? — 2xy = 1. Jest ona réwnowazna réwnosci

(x —y)? + y? = 1, ktéra zachodzigdy (x —y)2 =0iy? =1lub(x —y)2 =1iy? = 0.
Dostajemy wiec rozwigzania: (-1, -1), (1, 1), (-1, 0), (1, 0).

Rozwazmy teraz réwno$¢ x2 + 2y? + 2xy = 1. Jest ona réwnowazna réwnosci

(x +y)? + y? = 1, ktéra zachodzigdy (x + y)2 =0iy?  =1lub(x + y)2 =1iy? = 0.
Dostajemy nastepujace rozwigzania: (1, -1), (-1, 1), (-1, 0), (1, 0).

Tylko dla par (-1, -1), (1, 1), (1, -1), (-1, 1) liczba x* + 4y* jest liczba pierwsza.

2. Dany jest taki trojkqt ABC, ze XACB = 30°. Promien okregu opisanego na tym trojkqcie
jest réowny R. Udowodhnij, ze pole tréjkgta ABC jest mniejsze od R?.

Udowodnimy najpierw, ze AB = R. Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
ABC. Kat AOB ma 60°, bo jest to kat sSrodkowy oparty na tym samym tuku, co kat ACB.
Tréjkat ABO jest wiec rownoboczny.

Pole trojkata ABC jest najwieksze, gdy jest to trojkat prostokatny. Wtedy wartosé tego pola

R24/3 . Ty,
,atOJest mniej niz R-.

WYNOosi .

3. Niech p i q bedg dwiema kolejnymi liczbami pierwszymi wiekszymi od 2. Udowodhnij, ze
liczba p + q jest iloczynem co najmniej trzech (niekoniecznie roznych) liczb naturalnych
wiekszych od 1.

Liczba ?jest catkowita (p + g jest parzyste, bo p i g sg obie nieparzyste) oraz ztozona
(wystepuje miedzy dwoma kolejnymi liczbami pierwszymi). Przyjmijmy ? =a-b.

Woéwczasp+q=2-a-b



