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1. Rozstrzygnij, czy liczba 877 + 13%? jest podzielna przez 3.

Rozwigzemy to zadanie kongruencjami.

8 =2 (mod3)
82=1

87 =1

877 =2

13=1 (mod 3)
139 =1
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Po dodaniu kongruencji stronami okazuje sie, ze liczba 877 + 13°° jest podzielna przez 3.

2. Znajdz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych cyfrg jednosci liczby 4™ + 7™
jest 5.

Liczba 4™ + 7™ jest nieparzysta, wiec zeby jej ostatnig cyfrag byto 5 wystarczy, zeby byta
podzielna przez 5. Liczba 4 do potegi nieparzystej przystaje do -1 modulo 5, a do potegi
parzystej przystaje do 1 modulo 5.

Zobaczmy jak to jest dla liczby 7:

7=3 (mod5)
7?2 = -1
73 = -3
74 =1
7° =3

i tak dale;j.

Widzimy wiec, ze liczba 4™ + 7" jest podzielna przez 5 dla n = 2, a potem dla wszystkich n
postaci 4k + 2,k € Z.

3. Udowodhnij, ze kwadrat liczby catkowitej nie moze dawac reszty 2 z dzielenia przez 3.

Wszystkie liczby catkowite mozemy podzielié¢ na trzy grupy: podzielne przez 3 (liczby postaci
3k, k € C), dajgce reszte 1 z dzielenia przez 3 (3k+1) i dajace reszte 2 z dzielenia przez 3
(3k+2). Rozwazmy kwadraty liczb z kazdej z tych grup.

(3k)? = 9k? = 3 (3k?)

Bk +1)2 =9k* + 6k +1=33k*+2k)+1



(Bk+2)>=9k*+ 12k +4=3CBk*+4k+1) + 1
W zadnym przypadku nie dostalismy reszty 2.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Czworokqgt ABCD jest wpisany w okrqg. Punkt E jest srodkiem cieciwy AC oraz
JAEB = < AED. Wyka:, ze BE - DE = AE? .

D' Cc

Niech D’ bedzie punktem wspdlnym naszego okregu i prostej BE, réznym od B. tatwo
zauwazy¢, ze <CED' = « AED, wiec odcinek ED’ jest symetryczny do odcinka ED wzgledem
symetralnej cieciwy AC. Teraz réwno$é BE - DE = AE? wynika z twierdzenia o dwéch
siecznych.

2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Okregi o srednicach BC i DA przecinajq sie w
punktach P i Q. Przekgtne trapezu przecinajq sie w punkcie S. Dowiesc, ze punkty P, Qi S
lezq na jednej proste;.

Punkty P i Q nalezg do osi potegowej naszych dwoch okregdw, wiec jesli pokazemy, ze
punkt S tez nalezy do tej osi zadanie bedzie zrobione. Potega punktu S wzgledem tych
dwodch okregdw jest rowna jesli AS - SY = BS - SX (zobacz rysunek), to zas$ jest
rownowazne temu, ze tréjkaty ABS i YXS sg podobne, czyli katy AYX i ABS sg réwne; rowne
wiec sg rowniez katy XYS i XDC. Te zas katy sg réowne gdy na czworokacie XYCD da sie opisac
okrag. Ostatecznie wystarczy wykazac, ze na czworokacie XYCD da sie opisa¢ okrag. Da sie,



poniewaz katy <DXC = <« DYC = 90° (katy do nich przylegte to katy wpisane oparte na
Srednicy).

3. Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie n dla ktérych liczba 2™ + 273 jest
kwadratem liczby catkowitej.

Oznaczmy 2™ + 273 = m?2. Jedli n jest liczbg nieparzysta, to 2™ + 273 daje reszte 2 z
dzielenia przez 3, a wiec nie moze by¢ kwadratem liczby naturalnej. Niech wiec n bedzie
parzyste: n = 2k. Dostajemy woéwczas:

273 =m? — 22k = (m — 2F)(m + 2%)

Dostalismy rownanie diofantyczne, ktére prowadzi do czterech uktadéw réwnan:
{m—2k=1 {m—2k=3 {m—2k=7 {m—2k=13
m + 2k =273 m+ 2k =91 m+2¥k=39 n+2Fk=21

Warunki zadania sg spetnionegdy k = 2 lub k = 4, czylin = 4lubn = 8.



