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MATEMATYKI

Zestaw 7

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Udowodnij, ze jezeli pewnq liczbe mozna przedstawic jakg rdoznice kwadratow dwoch liczb
naturalnych to rowniez jej trzykrotnos¢ mozna przedstawic jako roznice kwadratow dwoch
liczb naturalnych.
x = a® — b?
3x = 3a? — 3b?
3x = 4a® — a® — 4b% + b? + 4ab — 4ab =
= (4a® + 4ab + b?) — (4b% + 4ab + a?) = (2a + b)? — (2b + a)?

2. Udowodhnij, ze istnieje nieskoriczenie wiele tréjek (a, b, c) dodatnich liczb catkowitych
spetniajgcych rownosc.
a3 + 3b° = ¢?

Wystarczy wziagé¢ b — dowolna liczba catkowita dodatnia, a = b?, ¢ = 2b3

3. Wiadomo, 2e a > b > 0 oraz a? + b? = 6ab. Oblicz, ile wynosi g.

Jezeli a® + b? = 6ab to a® + 2ab + b? = 8ab, czyli (a + b)? = 8ab.
Analogicznie a? — 2ab + b? = 4ab, czyli (a — b)? = 4ab.

. (a+b\* _ 8ab . a+b .
Oznacza to ze (ZTD) = ﬁ = 2 czyli ZTb = /2. (wynik —V/2 odrzucamy, bo
a>b>0.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Punkty P i Q lezq odpowiednio na bokach BC i CD kwadratu ABCD, przy czym

4PAQ = 45°. Punkt E jest rzutem prostokgtnym punktu A na odcinek P Q, a odcinki AP i
AQ przecinajg przekqtng BD kwadratu ABCD w punktach odpowiednio M i N. Wykazac, ze
proste PN, QM i AE przecinajq sie w jednym punkcie.
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Poniewaz katy NAP i NBP maja jednakowe miary, wiec na czworokgcie ABPN mozna opisac
okrag, a to z kolei oznacza, ze katy ABP i ANP dajg w sumie 180°, wiec kgt ANP jest prosty
czyli PN jest wysokoscig trojkgta APQ. Podobnie pokazemy, ze QM jest wysokoscig trojkata
APQ, a w trdjkacie wysokosci przecinaja sie w jednym punkcie.

2. Dane sq rozne dodatnie liczby wymierne x iy, dla ktorych liczba

_x+ 7
VRN
jest wymierna. Wykaz, ze obie liczby x i y sq kwadratami liczb wymiernych.

Pomndzmy obie strony réwnosci (1) przez mianownik prawej strony. Dostaniemy
wy + wvx = x + \/;
czyli:

(2) wVx —Jy = x —wy

Po podniesieniu obu stron do kwadratu mamy:
w?x = 2wVx,[y + y = x — 2wxy + w?x?

Oznacza to, ze liczba /xy jest wymierna. Oznaczmy j3 przez a.

Pomndzmy teraz obie strony réwnosci (2) przez vx. Dostaniemy

wx —Jxy = (x —wyWWx czyli wx —a=(x —wyWx
Aby wykazaé, ze /x jest liczbg wymierna, wystarczy udowodni¢, ze x — wy jest liczba réing
od 0. Zatézmy, ze tak nie jest, czyli x = wy. Jezeli pomnozymy obie strony tej rownosci

przez y + /x, to dostaniemy
xy +xvx =xy +y,/y cyli xvx =y\[y

a to jest niemozliwe, bo liczby x i y sg rdzne.
Podobnie pokazemy, ze ﬁjest liczbg wymierna.

3. Liczby p, q, T sq takimi liczbami wymiernymi, ze pq + qr + rp = 1. Wykaz, ze
VA + D)1+ q2)(1 + 12) jest liczbq wymierngq.

14+p*=pq+qr+mp+p*=pp+)+rp+ =@P+nrP+9q)
Podobnie1+ ¢ =(q+p)(q+1r) i 1+1r2=(FT+p)( +q)



Tak wiec:

JA+p)A+¢)A+r) =@+ +Q@@+p)q+r)T+p)T +q) =
P+@+nr(q+r)



