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Zestaw 8

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. W zapisie dziesietnym pewnej dodatniej liczby catkowitej n nie wystepuje Zzadna z cyfr 1, 2,
9. Udowodnij, ze w zapisie dziesietnym liczby 3n wystepuje co najmniej jedna z cyfr 1, 2, 9.

W liczbie 3n ktdras z cyfr 1, 2, 9 wystgpi na poczatku. Jesli liczba n ma na poczatku 3, to
liczba 3n ma na poczatku 9 lub 1 (zalezy, co jest na drugim miejscu). W pozostatych
przypadkach pierwszg cyfra liczby 3n bedzie 1 lub 2.

2. Niech n bedzie dodatniq liczbq catkowitq. Kazdq z liczb 1, 2, 3, ..., 100 pomalowano jednym
zn kolorow w taki sposob, ze kazde dwie rozne liczby o sumie podzielnej przez 4 zostaty
pomalowane réznymi kolorami. Wyznacz najmniejszq liczbe n, dla ktorej taka sytuacja jest
mozliwa.

Z warunkow zadania wynika, ze kazda z liczb 4, 8, 12,..., 100 zostata pomalowana innym
kolorem. Potrzeba wiec co najmniej 25 koloréw. Pokazemy, ze 25 koloréw wystarczy.
Podzielmy liczby 1, 2, 3, ..., 100 na cztery grupy:

a) liczby postaci 4k,

b) liczby postaci 4k + 1,

c) liczby postaci 4k + 2 i

d) liczby postaci4k + 3,k € Z

Liczby z grupy a) kolorujemy kazdg na inny kolor, liczby z grupy c) tez kazda na inny kolor
wykorzystujgc kolory, ktérych uzyliSmy w grupie a). Niech wsrdd wykorzystanych koloréw
bedzie czerwony i niebieski. Wszystkie liczby z grupy b) kolorujemy na czerwono, a wszystkie
z gruply d) na niebiesko. tatwo udowodni¢, ze wéwczas kazde dwie rézne liczby o sumie
podzielnej przez 4 zostaty pomalowane réznymi kolorami.

3. Udowodhnij, ze jezelia #+ bia + b = 2c, to

a b
a—c-l_b—c_2
a b a(b—c)+b(a—c) ab—ac+ab—bc 2ab—c(a+b)
a—c+b—c= (a—c)(b—c) ~ab —ac — bc + ¢2 =ab—c(a+b)+c2

W miejsce a + b wstawiamy 2c.

2ab — 2c? _2ab—2(:2 B
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KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Dany jest tréjkqt ABC, w ktorym 4ACB = 60° oraz AC < BC . Punkt D lezy na boku BC,
przy czym BD = AC. Punkt E jest punktem symetrycznym do punktu A wzgledem
punktu C. Udowodnié, ze AB = DE.

Zbudujmy na odcinku CE tréjkat rownoboczny CEF, jak na rysunku. Pokazemy, ze trojkaty
ABC i FDE sa przystajace, a stad wynika teza. AC = EF = a, FD = CB = CD — a, katy
ACB i BFE maja po 60°.

2. Punkt S jest srodkiem ciezkosci trojkqta ABC, punkty

A4, B4, C; sq odpowiednio srodkami bokow BC, AC, AB, zas
punkty K, L, M — srodkami odcinkow SA,SB,SC. Wykaz, ze
AA{B,C; = AKLM.

Pokazemy, ze tréjkaty A; B, C; i KLM s3 przystajace z cechy
bok-bok-bok. Odcinek KL jako odcinek taczacy srodki ramion
tréjkata ABS ma dtugos¢ rowng potowie dfugosci odcinka AB. Podobnie odcinek A; B; jako
tgczacy srodki ramion tréjkata ABC ma diugos¢ rédwng potowie dtugosci odcinka AB. Sa
wiec sobie rowne. Podobnie udowodnimy rownos¢ pozostatych odcinkdéw.

3. Przez [x] oznaczamy najwiekszq liczbe catkowitq nie wiekszq od x. Udowodnij, Ze dla
kazdej liczby naturalnej n liczba

[n+4

2]+3n—2(—nn

jest podzielna przez 7.

Rozwazmy dwa przypadki:

a)n =2k
n+4 2k + 4
[2 ]+3n—2-(—1)”=[ 5 ]+6k—2=k+2+6k—2=7k
b)n=2k+1
n+4 2k +5
[ > ]+3n—2-(—1)”=[ > ]+6k+3+2=k+2+6k+3+2=7(k+1)



