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KLASY PIERWSZE | DRUGIE
1. Rozwigz w liczbach naturalnych rownanie x— +— " Ly ; =1

Bez utraty ogolnosa mozemy zatozy¢, ze x < y < z. Gdyby x byto wieksze lub rowne 2,
% + y—z + — by’foby mniejsze lub réwne od - (kazdy z trzech sktadnikéw tej sumy bytby
mnlejszy lub réowny od —) To oznacza, ze x = 1 i nasze rownanie przybiera postac

% + ; + ; = 1. Mnozymy obie strony przez yz i przeksztatcamy:

z+1+y=yz
yZz—y—z+1=2
yz-1D-(z-1)=2
-DEz-1D=2

Poniewaz liczby y — 1 oraz z — 1 sg catkowite, wiecy—1=1iz—1=2luby—-1=2i
z — 1 = 2. Ostatecznie dostajemy jako rozwigzanie tréjke (1, 2, 3) i wszystkie jej permutacje
(czyli trojki, ktore dostaniemy, gdy w trdjce (1, 2, 3) zmienimy kolejnos$¢ liczb).
2. Podaj wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich spetniajgcych rownanie
201ln+ 6m = 2016
Przeksztatémy nasze rownanie:

6m = 2016 — 201n
2m =672 —-67n

Lewa strona jest dodatnia. Zeby prawa byta dodatnia n musi by¢ mniejsze od 11. Lewa strona
jest parzysta. Zeby prawa byta parzysta, n musi by¢ parzyste. Nasze réwnanie ma wiec 5
rozwigzan. Sa to pary (n,m): (2, 269), (4, 202), (6, 135), (8, 68), (10, 1).

3. Rozwigz w liczbach catkowitych réwnanie x? + y? = 2001

Poniewaz kwadrat liczby catkowitej moze z dzielenia przez 3 dawac tylko reszte 0 lub 1, wiec
jezeli x% + y? jest podzielne przez 3, to obie liczby x, y s podzielne przez 3. Podstawiamy
wiec x = 3a,y = 3b i dostajemy

9a? + 9b% = 2001

Lewa strona jest podzielna przez 9, a prawa nie, wiec nasze rownanie nie ma rozwigzan.



KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Dany jest trapez ABCD o polu 15 i podstawach AB i CD. Dwusieczna kata ABC jest
prostopadta do ramienia AD i przecina je w takim punkcie E, ze 2—5 = 2. Obliczy¢ pola figur
ABE i EBCD, na ktére zostat podzielony trapez.
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Oznaczmy przez F punkt przeciecia prostych AD i BC. W trdojkgcie ABF dwusieczna kata przy
wierzchotku B jest wysokoscig, wiec trdojkat ABF jest rownoramienny. Z tego wynika, ze
odcinki AE i EF sg rownej dtugosci, czyli, ze DF=ED. Przyjmijmy, ze [XYZ] oznacza pole
trojkata XYZ. Tréjkat DCF jest wiec podobny do trojkata ABF w skali i, wiec [DCF] =

—[ABF] i dalej [ABE] = - [ABF| oraz [EBCD] = —[ABF]. Skoro [ABE] + [EBCD] =

1—2 [ABF] = 15, wiec [ABE] = 8 a [EBCD] = 7.

2. Trapez ABCD o podstawach AB i CD jest réwnoramienny, Prosta [ przechodzi przez srodek
okregu opisanego na tym trapezie, jest rownolegta do jego podstaw i lezy miedzy nimi, dwa
razy blizej boku AB niz boku CD. Punkt P jest rzutem punktu C na prostg [. Udowodnij, ze AP
jest prostopadte do BC.

Prosta [ przechodzi przez srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC i przez jego Srodek
ciezkosci (lezy dwa razy blizej boku AB niz boku CD), jest wiec jego prostg Eulera. Wynika
stad, ze P jest ortocentrum trdjkata ABC.

3. W réownolegtoboku ABCD kat A jest ostry. Punkt K spetnia warunek
IKAD = <KCD = 90°. Prosta KB przecina odcinek AC w punkcie P. Udowodni¢, ze punkt
P oraz $rodki odcinkéw AK, BK, CK lezg na jednym okregu.
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Poniewaz BC||AD i AB||CE punkt B jest ortocentrum tréjkata ACK. Punkt P w takim razie
jest spodkiem wysokosci i wraz ze srodkami odcinkéw AK, BK, CK lezy na okregu dziewieciu
punktéw dla trojkat ACK.



