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Zestaw 13

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Zapisano w wierszu kolejno 2017 liczb. Pierwsza zapisana liczba jest rowna 8 oraz suma
kazdych kolejnych siedmiu liczb jest rowna 70. lle moze by¢ rowna ostatnia z zapisanych
liczb?

Skoro suma liczb od pierwszej do siddme;j jest taka sama jak suma liczb o numerach od dwa
do osiem, to oznacza, ze liczba pierwsza i sma s takie same i ogdlnie co siddma liczba jest
taka sama. Ostatnia z zapisanych liczb bedzie wiec réwna 8, bo 2017 = 288-7 + 1.

2. Rozwiqz uktad rownan:
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Dodajemy te trzy rdwnania stronami i otrzymujemy:

x2+y%+2z%2+75=10x + 10y + 10z
x2—10x+25+y?>—10y + 25+ 22 —-10z+ 25 =0
(x=5)2+(@y—-52+(=z-5)2=0
Rownosé moze zachodzi¢ wytgcznie gdy x = y = z = 5. Robimy sprawdzenie i okazuje sie, ze
tréjka x = y = z = 5 nie spetnia wyjsciowego uktadu réwnan, a to oznacza, ze nie ma on
rozwigzan.
3. Rozwiqz uktad rownan:
{xz+yz+z2 =14
x+2y+3z=14

Drugie rownanie mnozymy przez dwa, odejmujemy od pierwszego i zwijamy do wzoru
skroconego mnozenia:

{x2+y2+22=14

2x +4y + 6z =28
x2—2x+y?—4y+2z2—6z=—-14
x2—2x+1+y* —4y+4+2z°—6z2+9=0
(x—1)2+@-22+=Z-3)?%=0



Suma trzech liczb nieujemnych wynosi zero, czyli s to trzy zera. Tak wiecx =1,y = 21
z = 3. Robimy sprawdzenie i okazuje sie, ze nasze liczby spetniajg wyjsciowy uktad rownan.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. W trojkqcie ABC kqt przy wierzchotku C ma miare 120 © Na potprostej CA wybrano
punkty A,; A, zas na potprostej CB wybrano punkty B;; B,. Wewnqtrz kqta ACB wybrano
punkty C;; C, w ten sposob, Ze trojkqty A{B,C; i A,B, C, sq rownoboczne. Wykaz, ze
punkty C; Cy; C, lezq na jednej prostej.

B1
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Na czworokacie A;C;B,C mozna opisac okrag, bo katy naprzeciwko siebie majg miary 120° i
60°. Katy A;B;C; i A;CC; sg oparte na tym samym tuku i obydwa majg miare 60°. To
oznacza, ze punkt C; lezy na dwusiecznej kata ACB. Podobnie pokazemy, ze kat C, lezy na
tej dwusieczne;j.

2. Rozwiqz w liczbach catkowitych rownanie
x3 =2y3 + 473
Prawa strona jest parzysta, wiec lewa tez, czyli x = 2x; i x> = 8x,3. Dostajemy wiec
8x13 = 2y3 + 4‘Z3
4x13 = y3 + 2Z3
Teraz z kolei okazuje sie, ze y jest parzyste: y = 2y, i y> = 8y,3
4x,3 = 8y,3 + 2z3
2x13 = 4‘y13 + 23
To oznacza, ze réwniez z jest parzyste: z = 2z, i z3 = 8z,3

ZX13 = 4‘y13 + 8213

x;3 =2y,3 + 42,3
Kontynuujac te procedurg dostaniemy nieskonczone ciggi x, X1, Xz ..., ¥, V1, V2 - Z,
Zy Zp ... liczb parzystych. Konsekwencjg tego faktu jest, ze x, y, z s podzielne przez
dowolng potege dwojki, a te wtasnos¢ ma tylko zero.



Jedynym rozwigzaniem jest tréjka 0, O, O.

3. Wykaz, ze tréjkgt o kqtach a, B, yjest ostrokgtny wtedy i tylko wtedy, gdy
B—vI<a<B+y

Twierdzenie to ma posta¢ réwnowaznosci, musimy wiec wykazaé wynikanie w dwie strony.

a) pokazemy, ze jezeli | —y| < a < B + y to trdjkat jest ostrokatny

a<f+y

2a< f+y+a

2a < 180°bo f +y + a = 180°
a <90°

IB—v|I<awiecfp—y<aiy—B<aczylif<a+yiy<a+ B ipodobnie jakdla
kata a pokazemy, ze katy 8 i y sg ostre.

b) pokazemy, ze jezeli tréjkat jest ostrokatny, to |B —y| <a < B + .

a<f+y
f<a+y wie f-y<a

y<a+pf wiecy—-f<a
Corazemdaje [ —vy|<a < B +vy.



