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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. W pewnym turnieju uczestniczyto 7 druzyn. Kazda druzyna rozegrata z kazdq innq
doktfadnie jeden mecz. Za zwyciestwo w meczu druzyna otrzymywata 3 punkty, za porazke O
punktow, a za remis 1 punkt. Po turnieju okazato sie, ze suma punktow zdobytych przez
wszystkie druzyny wynosi 56. Wyka:z, ze istnieje takich piec druzyn, z ktorych kazda co
najmniej jeden raz zremisowata.

Zauwazmy, ze jezeli mecz zakonczyt sie remisem, to suma punktow zdobytych przez obie
druzyny w tym meczu wynosi 2, w przeciwnym wypadku, suma punktéw wynosi 3. Poniewaz
grato 7 druzyn, rozegrano 21 meczéw. Oznaczmy przez r ilos¢ meczéw zakoriczonych
remisem. Dostajemy:

2'r+3-(21—-r)=56

r=7
Zatézmy, ze co najwyzej 4 druzyny zaliczyty remis. Kazda z nich mogta zremisowac najwyzej 3
razy (tylko w meczach z pozostatymi remisujgcymi). Mogto wiec byé co najwyzej 6 meczéw
zakonczonych remisem. Mamy sprzecznosé.
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2. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych liczba [n?] jest liczbg pierwsza.

Rozwazmy przypadki ze wzgledu na podzielnos¢ liczby n przez 5.

a)n =5k

n?z = % = 5k? - jest to liczbg pierwsza wytgcznie dla k = 1

b)n =5k + 1

n?z = _25](2++k+1_ = 5k? + 2k = k(5k + 2) - tez jest liczbg pierwszag dla k = 1

b)n =5k + 2

n?z = _25](2++k+4_ = 5k? + 4k = k(5k + 4) - nie ma takiego k (dla k = 1 dostajemy 9)
b)n =5k + 3

n?z = _mzzﬂ_ = 5k? + 6k + 1 = (5k + 1)(k + 1) - nigdy nie jest liczbg pierwsza
b)n =5k + 4

n?z = _W] = 5k? + 8k + 3 = (5k + 3)(k + 1) - jest liczbg pierwszg dla k = 0

Ostatecznie dostajemy trzy rozwigzania: 4, 5 6.



_ 2x{x}

3. Rozwigz réwnanie: [x] =

Oznaczmy [x] = a, {x} = b. Wéwczas nasze réwnanie przybierze postacé:
B 2(a+b)-b

" a+b+b
2ab + 2b?

a-+2b
a’ + 2ab = 2ab + b?

a? = 2b?
a=+V2b lub a=—V2b

Liczba b jest nieujemna i mniejsza od 1, wiec a jest liczbg catkowitg z przedziatu (—\/Z \/E),
czyli moze sie rownac -1, 0 lub 1. Musimy odrzuci¢ 0, bo wéwczas w wyjSciowym réwnaniu

mielibysmy dzielenie przez 0. Pozostaje wieca = —1luba = 1 orazb = % Rownanie ma

wiec dwa rozwigzania: x; = —1 + iz , Xy =1+ %

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Wyznacz najwiekszq liczbe naturalng k takg, Ze liczba 2024! Jest wielokrotnosciq liczby
10%.

Woystarczy policzy¢, ile pigtek jest wiloczynie 1 -2 - ... 2024 (dwdjek bedzie wiecej). Wsrdd
liczb 1, 2, ..., 2025 sg 404 liczby podzielne przez 5, 80 liczb podzielnych przez 25, 16 liczb

podzielnych przez 125 i 3 liczby podzielne przez 625. W sumie dostajemy 503 piatki, czyli k
wynosi 503 (liczba 2024! ma 503 zera na koncu).

2. Udowodnij, Zze zaden element zbioru S = {én + 2; n € N} nie jest kwadratem liczby
catkowitej.

Liczby ze zbioru S dajg reszte 2 z dzielenia przez 3, a tymczasem kwadraty liczb catkowitych
nigdy nie dajg reszty 2 dzielenia przez 3.

3. Udowodnij, ze (2n + 2) —cyfrowa liczba 11 ...122 ...25 jest, dla dowolnego n,

n n+1
kwadratem liczby naturalnej.

Podstawmy 11 ...1 = x. Nasz3 liczbe mozemy zapisac¢ tak: x - 10"*2 + 2x - 100 + 25.
n
Poprzeksztatcajmy:

x-10™2 4+ 2x-100 + 25 = 100x - 10™ 4+ 200x + 25 =
100x (99 .9+ 1) + 200x + 25 = 100x(9x + 1) + 200x + 25 =

n

900x2 4+ 100x + 200x + 25 = 900x? + 300x + 25 = (30x + 5)?



