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Zestaw 16 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE
1. Oblicz x* + y? + z*> — xyz

dlax =999—,y = 1000—, z = 999000 —
999 1000

999000

Jest to trudne zadanie arytmetyczne, ktére mozna przerobié na tatwe zadanie
algebraiczne.
Oznaczmy a =999, b = 1000

Wowczasx = a + i ,Y=0> +% ,Z=ab + ﬁ, a nasze wyrazenie przybiera postac
(a+2) 4 (b+2) + (b =) = (a4 D) (b+2) (an+ )
a b ab a b ab
Po nietrudnych przeksztatceniach stwierdzisz, ze wartos$¢ tego wyrazenia wynosi 4
niezaleznie od tego ile wynoszg a i b.
2. Uzasadnij, ze dowolnej liczby naturalnej n:
n+1)(n+2)(n+3)-..-2n=2"-1-3-5-...-(2n—1)
Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.
Dlan = 1 lewa strona rowna sie 2 i prawa tez 2.

Zatozenie indukcyjne:
n+1)(n+2)n+3)-..-2n=2"-1-3-5-...-(2n—1)

Teza indukcyjna:
m+2)(n+3)(n+4)-...-2n-2n+1)-2(n+1)
=21.1.3:5-..-2n—1)-2n+1)

Policzmy warto$¢ wyrazenia (n+2)(n+3)(n+4)-...-2n-2n+1)-2(n+ 1).

Z zatozenia indukcyjnego:

2"-1-3:5-...-(2n—1)
2 3)-..r2n=
n+2)(n+3) n T D

Mamy wiec:
m+2)(n+3)(n+4)-...-2n-2n+1)-2(n+1)
L3S @ua)
B n+ 1) (2n+1)-2(

=2m1.1.3.5. .(2n—1)-2n+1)




3. Udowodhnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba 4™ + 15n — 1 jest
podzielna przez 9.

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.
Dlan =1mamy4 + 15 — 1 = 18, jest podzielne przez 9

Zaktadamy, ze 4™ + 15n — 1 jest podzielne przez 9 i badamy liczbe
4"l 4 15(n+1)—1

4"t L 15(n+1)—1=4-4"4+15n+15—-1=4(4"+15n—1) — 45n + 18

co jest podzielne przez 9, bo 4™ + 15n — 1 jest podzielne przez 9 z zatozenia
indukcyjnego, a 45n i 18 w oczywisty sposdb réwniez sg podzielne przez 9.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Znajdz liczbe c, dla ktdrej granica ciggu o wyrazie ogdlnym
3n+c _ Zn

Jest rowna 2.

gnHe _ o je.qn_on 3" (BC - (%)n) (3C - (%)n)

5n + gn—Zc = 5n + 3—40 . 32n n n
v \ - J(S J(S) 4 340

g) +37
2
c_ (%

. 3 (3) _ 3C _ 3c
lim =——=3
n—co 5 n 3 2c

(3) +37*
33¢ =2
3c = log; 2

_logs2

=73

9

2. Oblicz logg cos 117“ — logg sinz%n

11w s V3

11m 297 COS—¢— cos¢ WA V3 1

logg COST — logg smT = logg 5057 = logg — T = log, T = logoV3 = 7
sin —z— sl 5

3. Dana jest poétsfera o promieniu R i lezace na niej dwa styczne do siebie okregi o
promieniu r. Wyznacz najwiekszg odlegtos¢ miedzy dwoma punktami nalezgcymi do tych
okregow.



Wezmy przekroéj potsfery zawierajacy jej Srodek oraz srodki okregéw, o ktérych mowa w
zadaniu. Na rysunku punkt B to punkt stycznosci, a punkty A i C to najbardziej oddalone
punkty naszych okregéw. Czworokat ABCO to deltoid, ktorego dwa boki majg dtugosc po
2r, a dwa pozostate i przekatna OB majg dtugosé R. Zadanie sprowadza sie do policzenia
dtugosci przekatnej AC.

W deltoidzie przekatne przecinajg sie pod katem prostym, wiec wystarczy policzy¢ dtugos¢
wysokosci trojkata ABO poprowadzonej z wierzchotka A i jg podwoic.

Wysokos¢ SO tréjkata ABO ma dtugos¢ VR? — r?, a jego pole rvR? — r2. tatwo teraz
rVRZ2—r2

VR2 —_12
policzy¢ wysokos$é AD. Ma ona dfugosé M%. Odcinek AC ma wiec dfugosc i



