Zestaw 17

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Wykazac, ze z dowolnego zbioru 100 dodatnich liczb catkowitych mozna tak wybrac
pewien niepusty podzbior, by suma liczb z tego podzbioru bytfa podzielna przez 100.

Oznaczmy elementy naszego zbioru a4, a,, ..., a1g0-
Rozwazmy sumy:

a,

a, + a,

a, + a, + as

aq + a, + a3 + -+ A100
Jezeli ktdras z tych sum jest rowna 100, to sprawa zatatwiona. Jezeli zadna nie jest rdwna
100, to istniejg dwie sumy dajgce takg samg reszte z dzielenia przez 100 (sum jest 100, a
reszt roznych od 0 — 99). Wystarczy od wiekszej sumy odjg¢ mniejszg i mamy teze.
2. W prostokgcie o bokach dtugosci 3 i 4 obrano szesc réznych punktow. Udowodnic, ze

pewne dwa z nich sq odlegte o nie wiecej niz V5

Podzielmy prostokat jak na rysunku powyzej. Srednica (odlegtos¢ dwdch najbardziej
oddalonych punktéw) kazdej z tych czesci wynosi V5. Z zasady szufladkowej wynika, ze
przynajmniej w jednej czesci znajdg sie dwa punkty. Ich odlegtosé bedzie wiec nie wieksza
niz /5.

3. Na brzegu kwadratu o boku n (n = 2 jest liczbg naturalng) wyrdzniono 2n punktéw
réznych od wierzchotkow, ktdre dzielq kazdy z bokow na odcinki o catkowitych

dtugosciach. Udowodnij, ze pewne cztery wyrdZznione punkty sq wierzchotkami
rownolegtoboku, ktdrego srodek pokrywa sie z srodkiem kwadratu.



Na kazdym boku trdjkata jest n — 1 punktdow, ktére mogg dzieli¢ ten bok na odcinki o
catkowitych dtugosciach. Wszystkich takich punktéw jest wiec 4n — 4. Potgczmy w pary
punkty ktdre sg symetryczne wzgledem srodka kwadratu tworzac odcinki jak na rysunku
powyzej. Takich par jest 2n — 2. Mozemy wiec wybrac co najwyzej 2n — 2 punktow w
taki sposdb, by dla kazdego odcinka wybrany byt tylko jeden koniec. Poniewaz wybieramy
2n punktéw, wiec istniejg dwa odcinki, dla ktérych wybralismy oba korice. Sa to
przekatne szukanego rownolegtoboku.

Mozemy w tym zadaniu skorzystaé z zasady szufladkowej Dirichleta. Szufladami sg
pomaranczowe odcinki (jest ich 2n — 2), a kulami 2n wybranych punktéw.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Jacek zrobit sobie filizanke kawy. Wypit pot filizanki i dolat mleka do petna. Czynnosc te
powtdrzyt kilka razy, za kazdym razem wypijajgc dwa razy mniej niz poprzednio. Na koncu
wypit wszystko do dna. Czego wypit wiecej: kawy czy mleka?

Kawy wypit catg filizanke. Policzmy, ile wypit mleka. Niech x oznacza objetos¢ filizanki,
zatézmy, ze dolewat mleko n razy. Mleka wypit:
1
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Wiecej wypit kawy.

2. W tablicy mnozenia wyrdzniono tzw. gnomony (zob.
rysunek). Udowodnij, Ze sumy liczb w gnomonach sq
szescianami kolejnych liczb naturalnych.

Sume zaréwno w wierszu, jak i w kolumnie gnomonu
mozna zapisa¢ tak: n(1 + 2 + 3 + --- + n). Suma
wszystkich liczb w gnomonie wynosi wiec:

2n(1+ 2+ 3+ -+ n) —n? (liczbe n? musimy odjaé, bo
policzyliSmy jg dwa razy). Dostajemy:

ok e N R S e

7 14 21 28 35 42 9]

9 18 27 36 45 54 63
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nn+1
2n(1+2+3+---+n)—n2=2n¥—n2=n3+n2—n2=n3



3. Tréjkqt rownoboczny ABC wpisano w okrqg i na fuku AB obrano taki punkt P, ze odcinek

PC przecina bok AB w punkcie Q. Udowodnij, ze
1 1 1

PATPBPQ

Zapiszmy pole tréjkata PAB na dwa sposoby:

1 1 1
E-PA-PB-Sin120°=E-PA-PQ-sin60°+§'PQ-PB-sin6O°

Po podzieleniu obustronnie przez sin 60° = sin 120° i prostych przeksztatceniach
dostajemy teze.



