Zestaw 18

GIMNAZJUM

1. Na tablicy napisano liczby od 1 do 2025. Dwoch graczy gra w gre, w ktorej na
przemian wykonujq nastepujgce czynnosci: kazdy w swoim ruchu zmazuje dwie
wybrane liczby z tablicy i zastepuje je ich (nieujemnq) roznicq. Gra konczy sie, gdy na
tablicy zostanie tylko jedna liczba. Jesli ona jest parzysta, wygrywa gracz pierwszy, a
jesli nieparzysta — drugi. Kto wygra gre?

Niezmiennikiem przeksztatcenia opisanego w zadaniu jest parzystos¢ sumy liczb
zapisanych na tablicy. Wynika to z tego, ze réznica dwéch liczb ma te samg parzystosc,
co ich suma, wiec gdy zastgpimy dwie liczby ich réznicg, parzystos¢ sumy wszystkich
liczb sie nie zmieni. Suma wszystkich liczb od 1 do 2025 jest nieparzysta (sprawdz!),
wiec wygra gracz drugi.

2. Dane sq trzy liczby rzeczywiste a, b, c. Wykaz, ze
a’b? + b%c? + c?a? = abc(a + b + ¢)
Pomndzmy obie strony przez 2:
2a’b? + 2b?c? + 2c%a? = 2abc(a + b + ¢)
2a’b? + 2b?c? + 2c%a® = 2a’bc + 2ab?*c + 2abc?
a’b? — 2ab?c + b?c? + b?c? — 2abc? + c%a? + c%a? — 2a’bc + a*bh* > 0
(ab — bc)? + (bc — ca)? + (ca —ab)?> >0

Suma kwadratéw liczb rzeczywistych jest nieujemna.

3. Rozwiqz uktad rownan:
x+y)x+y+2)=72
+z2)x+y+2z) =120
Zz+x)(x+y+2)=96

Oznaczmy przez s sume x + y + z. Nasz uktad rownan bedzie miat postac:

(s—2z)s=172
(s —x)s =120
(s—y)s=96

Po dodaniu stronami



(s—2z)s+(s—x)s+ (s—y)s =288
s(3s—x—y—2z)=1288

s-2s =288

s? = 144

s=12 lub s=-12

Zatéimy, ze s = 12

(12—2)-12=72
12—z=6
z=6

Podobnie policzymy, ze x = 2orazy = 4

Analogicznie, jeslis = —12,toz =—-6,x = -2,y = —4.

LICEUM

1. W tréjkgcie prostokgtnym wysokos¢ ma dtugosc n i dzieli jej spodek dzieli
przeciwprostokqtnqg na odcinki, ktorych stosunek wynosi n. Oblicz n wiedzgc, ze pole
trojkgta wynosi 20.

Oznaczmy odcinki na jakie wysokos¢ podzielita przeciwprostokatng przez a i na. Mamy
wOwCzas:

n? = a-naczylin = a?
Bo wysokosc jest srednig geometryczng odcinkdw, na jakie podzielita przeciwprostokatna.

Skorzystajmy z pola:
1
E(a+na) ‘n =20

Podstawiamy n = a?

(a+a®)-a? =40

a®+a®>—-40=0
Jedynym dodatnim rozwigzaniem tego rozwigzania jest liczba 2 (sprawdz), z czego wynika,
zen = 4.
21n+4
14n+3

Udowodnimy, ze dla kazdego n NWD (21n + 4, 14n + 3) = 1.

Zatozmy, ze d jest dzielnikiem 21n + 4, dzieli wéwczas rowniez 2(21n + 4). Jezeli d jest
dzielnikiem 14n + 3, to dzieli tez 3(14n + 3). Jezeli d dzieli 3(14n+ 3) i 2(21n + 4), to
dzieli tez ich réznice, czyli 1. Stad wniosek, ze NWD (21n + 4,14n + 3) = 1.

2. Udowodnij, ze utamek jest nieskracalny dla kazdej liczby naturalnej n.

3. W szesciokgcie wypuktym ABCDEF zachodzq nastepujgce rownosci: AB=BC, CD=DE,
EF=FA. Wykaz, Zze proste zawierajgce wysokosci trojkqgtow BCD, DEF i FAB poprowadzone
odpowiednio z wierzchotkow C, E, A przecinajq sie w jednym punkcie.



W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujacy lemat: jezeli punkt X lezy na prostej AB i prosta
XP jest prostopadta do prostej AB, to AP? — BP? = AX? — BX?

P

A X B

Lemat ten tatwo udowodnisz z twierdzenia Pitagorasa.

Wracamy do naszego zadania. Popatrzmy na prostg k i odcinek BD. Skoro
a? — b? = BX?> — DX? oraz BO? — DO? = BX? — DX?, wiec BO? — DO? = a? — b?.

Podobnie uzasadnimy, ze DO? — FO? = b? — c?. Po dodaniu stronami dostajemy
B0O? — FO? = a? — ¢?, a to oznacza, ze punkt O nalezy do prostej m.



