Zestaw 21

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Basen napetniany jest przez trzy krany. Gdy otwarte sq pierwszy i drugi, napetnianie
trwa 20 godzin, gdy pierwszy i trzeci — 15 godzin, a gdy drugi i trzeci — tylko 12 godzin.
twarte bedqg wszystkie trzy krany?
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Po dodaniu stronami i podzieleniu przez 2 dostajemy
1 1 1 1
x y z 10

Czyli trzy krany napetnig basen w 10 godzin.

2. Punkt P lezy wewngtrz kwadratu ABCD. Odlegtosci tego punktu od wierzchotkdw A, B i
osi odlegtosc¢ punktu P od wierzchotka D?
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Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku powyzej. Z twierdzenia Pitagorasa dostajemy

a’+c? =4
b% + ¢? =49



b? + d? =81

Dodajemy do siebie réwnania pierwsze i trzecie i od tej sumy odejmujemy rdwnanie
drugie. Dostajemy

a’+d?* =36
Odlegtos¢ punktu P od wierzchotka D wynosi wiec 6.

3. Poznym wieczorem, nad rzekq przed ktadkq wqskq i petnq dziur spotkata sie czwdrka
podroznych. Mieli tylko jedng latarke. Przejscie ktadkq bez latarki byto nazbyt ryzykowne,
innej drogi nie byfo. Jednoczesnie na ktadce mogty sie znajdowac nie wiecej niz dwie
osoby. Oznaczafto to, Ze muszq przechodzic¢ na raty — idg dwie osoby, potem jedna wraca z
latarkq. Tak sie ztozyto, Zze kazdy z podroZznych mdgt, idqc jak najszybciej, pokonac ktadke
w innym czasie. Pierwszy w 10 minut, drugi w 5 minut, trzeci w 2 minuty, a czwarty w
minute. Oczywiscie, jesli idg dwie osoby, to poruszajq sie tempem tej wolniejszej. W jakim
mozliwie najkrotszym czasie mogli sie wszyscy przeprawic na drugi brzeg?

Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze najlepiej, zeby z latarkg wedrowat ten najszybszy i on
przeprowadzat pozostatych. Wéwczas potrzebujemy 19 minut. Da sie jednak szybciej. Idg
najpierw ten, ktéry potrzebuje minute i ten, ktory potrzebuje dwie minuty (idg 2 minuty).
Ten, ktory idzie 2 minuty wraca i przechodzg ci, ktérzy idg 10 i 5 minut (kolejne 12 minut).
Ten, ktéry idzie minute wraca po tego, ktéry idzie 2 minuty (dodajemy 3 minuty). Razem
wychodzi 17 minut.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Do 100 zaadresowanych kopert wtozono losowo 100 listow, do kazdej koperty po
jednym liscie (kazdy list jest skierowany do innego adresata). Przez p;, oznaczamy
prawdopodobieristwo tego, ze doktadnie k listow trafi do wtasciwych kopert. Oblicz
wartosc iloczynu

P1 P2 """ P1oo
Zadanie jest podchwytliwe. Nie da sie wtozy¢ prawidtowo doktadnie 99 listow, bo jak
wtozymy dobrze 99, to setny tez trafi do wtasciwej koperty, czyli pgg, @ co za tym idzie, caty
iloczyn jest rowny O.

2. lle pierwiastkow ma wielomian
Wkx)=x(x—2)(x—4) - (x—2024)+(x—1D(x—-3) - (x —2025)?

Zauwazmy, ze dla x < 0 W (x) przyjmuje wartosci ujemne (mamy sume dwéch iloczyndw,
kazdy po 1013 czynnikéw ujemnych). W przedziale (1, 2) obydwa sktadniki s3 dodatnie. To
oznacza, ze miedzy 0 a 2 jest miejsce zerowe. W przedziale (3, 4) wielomian przyjmuje
wartosci ujemne, co oznacza, ze jest miejsce zerowe miedzy 2 a 4. Postepujac tak dalej
policzymy, ze nasz wielomian ma co najmniej 1013 miejsc zerowych. Jednoczes$nie nie
moze miec wiecej, bo jest stopnia 1013, czyli ma doktadnie 1013 miejsc zerowych.



3. Wewnagtrz trojkgta wybrano punkt P. Przez punkt P poprowadzono trzy proste
rownolegfte do trzech bokow trdojkgta. Podzielity one trojkqt na trzy mniejsze trojkqty i trzy
rownolegtoboki. Pola mniejszych trojkgtow wynoszq 1, 4 i 9. lle wynosi pole wyjsciowego
tréjkqta?

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Tréjkaty IPH, DEP i PEG sg podobne do trojkata
ABC odpowiednio w skali k, w skali l iw skalim,czyIP =k -AB,DE =1-AB i

PF = m - AB. Po dodaniu stronami i zauwazeniu, ze IP + DE + PF = AB, wychodzi nam,
zek+1l+m=1.

Skorzystajmy teraz z twierdzenia o stosunku pdl figur podobnych. Wychodzi nam:

1=k%*-P

4=1%-p

9=m?-P
gdzie P jest polem tréjkata ABC. Po spierwiastkowaniu

1=kVP

2 =IVP

3 =mVP

Po dodaniu stronami:
6 = (k+1+m)VP
| uwzgledniwszy, ze k + | + m = 1, dostajemy VP = 6 czyli P = 36.



