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Zestaw 24 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Rozstrzygnij, czy mozna liczby 1, 2, 3, ..., 18 rozstawic¢ w wierzchotkach i na srodkach
krawedzi osmioscianu foremnego tak, aby kazda liczba lezqca na krawedzi osmioscianu
byta srednig arytmetyczngq liczb lezgcych na jej koricach.

Nie mozna. Srednia arytmetyczna dwdch liczb catkowitych jest liczbg catkowita tylko wtedy,
gdy obie te liczby sg jednakowej parzystosci, stad wniosek, ze liczby umieszczone na
wierzchotkach sg jednakowej parzystosci. Z drugiej strony liczby 1 oraz 18 muszg znalezé sie
na wierzchotkach, bo jedna jest za mata, a druga za duza, zeby byc¢ Srednig jakiejkolwiek
pary liczb z podanego zbioru. Mamy wiec sprzecznos¢, bo 1i 18 sg réznej parzystosci.

2. Wyznacz wszystkie liczby naturalne a, b, aby liczba n spetniajgca rownanie tez byta

naturalna.
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Zauwazmy, ie% <1 oraz% < 1, stad wniosek, ze % + % = 2 lub % +% = 1. W pierwszym

przypadku dostajemya = b = 1.

W drugim przypadku dostajemy réwnanie diofantyczne
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Stagda=2ib = 2.

3. Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkqt ABC. D i E sq takimi punktami boku AB,
Ze odcinek DS jest rownolegty do boku AC, a odcinek ES — do boku BC. Udowodhnij, ze obwdd
trojkgta DES jest rowny dfugosci odcinka AB.



Odcinki AS i BS sg zawarte w dwusiecznych katéw odpowiednio Ai B (bo Srodek okregu
wpisanego to punkt przeciecia dwusiecznych). Kgty CAS i ASD oraz ESB i SBC s3
naprzemianlegte. Wynika stad, ze trojkaty ADS i SEB sg rownoramienne, a z tego juz wynika
teza zadania.

LICEUM

1. Wspétczynniki a, b, c, d wielomianu W (x) = x* + ax3 + bx? + cx + d sq liczbami
catkowitymi nieparzystymi. Udowodhnij, Zze wielomian ten nie posiada pierwiastkow
catkowitych.

Dla kazdej liczby catkowitej wartoéé¢ wyrazenia x* + ax3 + bx? + cx + d jest liczba
nieparzystg, a 0 jest parzyste.

2. Dany jest trojkgt ABC. Punkt D lezy na boku AB tak, ZzZe AD: DB = 2:1, zas punkt E
lezy na boku BC tak, ze BE: EC = 1: 3. Odcinki AE i CD przecinajq sie w punkcie F.
Oblicz stosunek pola trojkqta ADF do pola trojkgta ABC.

Rozwigzemy to zadanie metodg sSrodka masy (byta o niej mowa na ostatnim kotku).
Umiesémy w punkcie A mase 3, w punkcie B mase 6 a w punkcie C mase 2. Woéwczas
punkt F bedzie Srodkiem masy tréjkata ABC. Jesli masy z punktdw A i B przeniesiemy do

punktu D, to okaze sie, ze DF: DC = 2: 11, czyli wysokos¢ trdjkgta ADF stanowi %

wysokosci trojkata ABC, a jako ze podstawa trdjkata ADF stanowi % podstawy tréjkata
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ABC, wiec szukany stosunek wynosi z.2_2
11 3 33

3. Dany jest trapez, w ktdrym suma kqtow przy podstawie wynosi 90°, a ramiona majq
dtugosci 15 i 36. Oblicz dtugos¢ odcinka tqgczqcego srodki podstaw.
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Niech punkty E i F bedg srodkami odpowiednio podstaw CD i AB. Poprowadzmy przez
punkt E odcinki réwnolegte do ramion (zobacz rysunek). Tréjkat GHE jest tréjkatem
prostokgtnym, a EF jest jego Srodkowg, czyli ma dfugos¢ rowng potowie
przeciwprostokatnej, a wiec 19,5.



