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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Udowodhnij, ze jezeli x* + — Jest liczbq catkowitq, to réwniez x* + — Jest liczbg
catkowitq.
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X X X
Kwadrat liczby catkowitej jest liczbg catkowita. Liczba catkowita odjac 2 jest liczbg
catkowita.

2. Dane sq dwa okregi, przecinajqce sie w punktach A i B. Przez punkt A poprowadzono
siecznq obu okregow, przecinajgcq pierwszy z nich w punktach A i K, zas drugi w punktach
Ai L. Analogicznie przez punkt B poprowadzono siecznq przecinajgcq oba okregi
odpowiednio w punktach M i B oraz N i B. Udowodnij, Zze odcinki KM i LN sq rownolegfe.

Skorzystamy z twierdzenia, ktdre mowi, ze jezeli czworokat jest wpisany w okrag, to suma
jego katow lezgcych naprzeciwko siebie wynosi 180° oraz z wtasnosci katéw przylegtych i
oznaczymy katy jak na rysunku ponizej.

Odcinki KM i LN s3 nachylone do prostej KL pod tym samym katem, sg wiec rownolegte.

3. Danych jest 111 dodatnich liczb catkowitych. Wykaz, ze sposrod nich mozna wybrac 11
takich liczb, ktorych suma jest podzielna przez 11.

Dzielgc liczbe catkowitg przez 11 mozemy otrzymac jedng z 11 reszt: 0, 1, 2, ..., 10.
Poniewaz mamy 111 liczb, wiec co najmniej 11 daje te samg reszte z dzielenia przez 11
(gdyby wszystkie reszty wystepowaty nie wiecej niz 10 razy, to mielibysmy co najwyzej 110



liczb). Oznaczmy te najczesciej wystepujgcy reszte przez r i dodajmy 11 liczb dajgcych
reszte r.

lla+r+11b+r+1lc+r+1ld+r+1le+r+ 11f +r+11lg+r+ 11h+r
+1li+r+11j+r+ 11k +7r
=11(a+b+c+d+e+f+g+h+i+j+k)+11r

Suma dwach liczb podzielnych przez 11 jest liczbg podzielng przez 11.

Uwaga! W rozwigzaniu korzystaliSmy z zasady szufladkowej Dirichleta (warto o niej
poczytacd) oraz z faktu, ze liczbe podzielng przez 11 zapisujemy jako 11n,n € Z, a liczbe
dajacg reszte r z dzielenia przez 11 jako 11n+r,n € Z.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Miara kazdego kqta szesciokqgta ABCDEF jest rowna 120°. Udowodnij, ze symetralne
odcinkow AB, CD i EF przecinajq sie w jednym punkcie.
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Szesciokat, w ktorym kazdy kat ma miare 120°, nazywamy szesciokgtem réwnokagtnym.
Wiele zadan dotyczacych szesciokatéw réwnokatnych mozna rozwigza¢ uzupetniajac je do
trojkata rownobocznego, jak na rysunku powyzej. Narozne trojkaty ABX, CDY, FEZ sg
réwnoboczne, a wiec w kazdym z nich symetralna podstawy jest dwusieczng kata przy
wierzchotku. Wynika stad, ze symetralne odcinkdw AB, CD i EF s dwusiecznymi katow
tréjkata XY Z, a w trdjkacie dwusieczne przecinajg sie w jednym punkcie.

3, .
jest nieskracalny.
m+4

2. Uzasadnij, ze dla dowolnego m catkowitego utamek 1;}m+

2
W dowodzie wykorzystamy fakt, ze jezeli pewna liczba dzieli dwie inne liczby, to dzieli
réwniez ich réznice. Niech x = NWD(14m + 3,21m + 4). Liczba x dzieli wiec
21m+4)— (14m+3) = 7m+ 1.1 dalej, x dzieli (14m +3) — (7m+ 1) =7m + 2
oraz (7m + 2) — (7m + 1) = 1. Skoro x dzieli 1, wiec x = 1, a jezeli NWD licznika i
mianownika utamka wynosi 1, to utamek ten jest nieskracalny.



3. Wykaz, ze obraz ortocentrum trojkqta w symetrii osiowej wzgledem prostej zawierajgcej
dowolny bok trojkqgta nalezy do okregu opisanego na tym trdjkqcie.

Punkt O’ jest obrazem ortocentrum w symetrii wzgledem prostej AB. Korzystajgc z sumy
katow w czworokacie, z katow wierzchotkowych i z wtasnosci symetrii, jak na rysunku
powyzej, wykazujemy, ze katy ACB i AO’B dajg w sumie 180°, na czworokacie AO’BC da
sie wiec opisac¢ okrag. Jest to oczywiscie ten sam okrag, ktory jest opisany na trojkacie
ABC.



