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Zestaw 32 MATEMATY KI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE
1. Liczba x jest dodatnia. Jakq najmniejszq warto$¢ moze przyjgé wyrazenie x? + i

Najmniejsza mozliwa wartosc¢ to 67

WykorzystalisSmy nieréwnos$é miedzy srednig arytmetyczng a Srednig geometryczna.
Trzeba jeszcze pokazaé, ze ta wartosc jest faktycznie osiggana. Jest osiggana dla x = % ,
czyli wtedy, gdy x? = —

2. Wyka:z, ze dla kazdego x + 0 zachodzi nierownos¢

1
x1°+—+(x + x* + x© +x8)(1+ )>10

Po usunieciu nawiaséw i uporzgdkowaniu nasza nierdwnos¢ przybierze postac:
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x10+ +x+ +x+ +x+ 7+ x? + =210

Udowodnimy najpierw, ze x? + - =2
2

1
(x+—) >0
X
1
x2 +2+—220
X
1
+F22

Podobnie udowodnimy, ze x* +—>2 x6 +—>2 x8 +—>2 x1°+7022

Dodajac do siebie stronami te pie¢ nierédwnosci dostajemy

1 1 1 1 1
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X +ﬁ+x +F+x +F+x +x—4+x +x—2210



Uwaga! Choc¢ prawdg jest, ze dla kazdego x + 0

, 1
X<+ - > 2
X
nie jest prawdg, ze dla kazdego x # 0

1
xX+—=2
X

3. W tréjkgcie ABC poprowadzono dwusieczng kqta AD. Wyznaczyc¢ kqty trojkqta ABC, jesli
srodek okregu wpisanego w tréjkqt ABD jest jednoczesnie srodkiem okregu opisanego na
trojkgcie ABC.

Uzasadnijmy oznaczenia na rysunku. Katy BAO i OAD s3 réwne, bo $rodek okregu
wpisanego jest punktem przeciecia dwusiecznych. Kgty BAD i DAC s3 rowne, bo AD jest
dwusieczng, katy OAC i ACO s3g réwne, bo tréjkat AOC jest rownoramienny (OA i OC s3
promieniami okregu opisanego). Sprobuj sam uzasadni¢ miare a dla pozostatych katow.
Dostajemy wiec 10 = 180°, czyli « = 18°. Nasz trojkat ma wiec katy 36°,72°,72°.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

2 2 2
1. Udowodnij nierownos¢ x+y2¢ >x+y+z
Z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczna:
x+1=2x
y+1=>2y
z+1=2z

Po dodaniu stronami i podzieleniu przez 2 dostajemy teze.
2. Wyznacz wszystkie liczby naturalne, ktore sq 11 razy wieksze od sumy swych cyfr.

Bezposrednim rachunkiem sprawdzimy, ze (oprdécz 0) nie ma liczby spetniajgcej warunki
zadania wsrod liczb jedno i dwucyfrowych. Dla liczb trzycyfrowych mamy:

100a+ 10b+c=11la+11b+ 11c

89a = b + 10c
Poniewaz a, b i ¢ sg cyframi, wiec prawa strona rownania jest dwucyfrowa, a wieca = 1,



b=9
ic=8.
Rozwazmy liczby wiecej niz dwucyfrowe. Wéwczas:
10"a, + ---++ 1000a; + 100a, + 10a; + a, = 11a,, + --- + 11a,
(10" -11)a, + -+ 89a, = a; + 10a,
Prawa strona jest dwucyfrowa, a lewa wiecej niz dwucyfrowa. Mamy wiec sprzecznos¢.
Jedynym wiec (poza 0) rozwigzaniem jest liczba 198.

3 . Niechdq,d,,d5, d, bedq odlegtosciami punktu wewnetrznego czworokqgta wypuktego
od jego wierzchotkow. Wykaz, ze

di + dy + ds +d, > 2V2S
gdzie S oznacza pole czworokata.

Zauwazmy najpierw, ze pole trdjkata o bokach a i b spetnia zaleznos¢:

P<ab
-2

Istotnie. P = %ab siny , gdzie y jest kagtem miedzy bokami a i b, a siny jest mniejszy lub
rowny 1. Traktujgc pole czworokata jako sume pdl czterech tréjkatow widocznych na
rysunku otrzymujemy zaleznosc:
25 < did, +d,d; +dsd, +d,udy
Wykorzystujgc te nierdwnos$é oraz nieréwnos¢ miedzy srednig arytmetyczng a Srednig
geometryczng otrzymujemy:
di+ dy+ ds+dy = (dy +d3) + (dy +dy) = 2/(dy +d3)(d, +dy)
= 2\/did, + dyds + dyd, + dyd; = 2V2S




