Zestaw 1

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Pewien hinduski maharadza pozostawit swoim szesciu synom w spadku sporq ilos¢ wielkich
diamentow jednakowej wartosci, przy czym rozporzqdzit, ze pierwszy z synow wezmie jeden
diament i %pozostaiych, drugi —dwa diamenty i %pozostaiych i tak dalej. Po dokonanym

podziale okazato sie, Zze kazdy z synéw otrzymat te samgq ilos¢ diamentow. lle byto wszystkich
diamentow?

Aby utozy¢ rownanie, ktére pozwoli rozwigzaé zadanie wystarczy zauwazy¢, ze pierwszy syn
dostat %diamentéw (dostali po réowno, wiec kazdy dostat %). Oznaczmy liczbe diamentow
przez x. Wowczas:
1 1
I+-(x—-1=-x
Jedynym rozwigzaniem tego réwnania jest liczba 36.

Zadanie to stosunkowo tatwo rozwigza¢ metodg zgadywania. Szukamy liczby podzielnej przez
6 (bo byto szesdciu syndéw), ktéra zmniejszona o 1 daje liczbe podzielng przez 7 (aby pierwszy
syn dostat catkowitg ilo$¢ diamentéw). 36 spetnia warunki zadania.

Ta metoda ma jednak istotng wade. Nie upewnia nas, ze 36 jest jedynym rozwigzaniem.
2. W zapisie
1111111111

wstaw miedzy kazde dwie jedynki znak dziatania (+,—, -, lub :) tak, aby uzyskac¢ w wyniku
kolejne liczby naturalne od 11 do 25. Mozna takze uzywac nawiasow

Mozna to zrobi¢ na przyktad tak:

11=0+1+1) - A+ +1+1+1+1+1

12=(1+4+1+1+1+1+1)-(1+1) -1-1
13=(1+4+1+1+1+1+1)-1+1)-1+1
14 = 1+1+1+1+1+1D)-1+D+1+1
15=(1+1+1)-1+1+1+1+1)-1-1

16 = (1+1)-1+1+1+1+1+1+1+1)



17 = 1+1)-1+1)-1+1)-1+1)+1-1

18=(1+1D -1+ A+ -A+1D+1+1
19 = (1+1+1D-1+1+1)-1+1)-1+1
20= (1+14+1D)-A+1+1D)- 1+ +1+1
21 = 1+14+14+1+1+14+D-A+14+1)
22 = [1+1+D-Q+1+1+1) — 1]-(1+ 1)
23 = (14+1+1D-1+1D)-1+1)-A+1D-1
24 = 1+1+1D-1+1D)-1+1D)-QA+1D-1

25 = (1+1+1+141) - 1+14+1+1+1)

3. Dany jest pieciokgt foremny ABCDE i taki punkt P wewngqtrz niego, ze
trojkgt ABP jest rownoboczny. Jaka jest miara kqta BCP?

Kat wewnetrzny pieciokata ma miare 108°. Miara kata PBC wynosi 48°
(108° - 60°). Trojkat PBC jest rownoramienny, tatwo wiec obliczyé, ze kat
BCP ma miare 66°.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Na potsferze o promieniu R lezq dwa styczne do siebie okregi o promieniu r. Wyznacz
najwiekszq odlegtos¢ miedzy dwoma punktami nalezqgcymi do tych okregow.

Wezmy przekroj potsfery zawierajgcy jej srodek oraz srodki okregdéw, o ktorych mowa w
zadaniu. Na rysunku punkt B to punkt stycznosci, a punkty A i C to najbardziej oddalone
punkty naszych okregéw. Czworokat ABCO to deltoid, ktérego dwa boki majg dtugosé po 2r,



a dwa pozostate i przekatna OB majg dtugos¢ R. Zadanie sprowadza sie do policzenia
dtugosci przekatnej AC.

W deltoidzie przekatne przecinajg sie pod katem prostym, wiec wystarczy policzy¢ dtugosé

wysokosci trojkgta ABO poprowadzonej z wierzchotka A i jg podwoic.

Wysokos$¢ SO tréjkata ABO ma dtugo$é VR? — r2, a jego pole %T‘\/RZ — r2. tatwo teraz

2_,2

2
~_ Odcinek AC ma wiec dtugosé %

2
policzy¢ wysokos¢ AD. Ma ona dfugosc R

2. Oblicz pole tréjkgta, majqc dane dwie proste 4x + 5y + 17

=0ix—3y =0,
zawierajqgce srodkowe trdjkqta, oraz jeden jego wierzchotek A = (—1,—

)

4

4x + 5y =-17

x-3y=0

ZnajdZzmy najpierw srodek ciezkosSci naszego trojkata. Jest to oczywiscie punkt przeciecia
prostych
4x + 5y + 17 = 0 i x —3y = 0. Rozwigzujemy uktad réwnan:

{4x+5y+17=0
x—3y =0

i otrzymujemy, ze Srodkowe przecinajg sie w punkcie S (—3,—1).

Wyznaczymy teraz wspoétrzedne Srodka D odcinka BC (gdzie B i C to brakujgce wierzchotki

tréjkata). Wektor SD to potowa wektora AS (patrz: twierdzenie o srodkowych). Z rachunku
wektoréw wynika, ze punkt D ma wspoétrzedne (—4; 1,5).

Kolejnym krokiem bedzie wyznaczenie wspdétrzednych punktéow B i C. Punkt B lezy na proste;j

x — 3y = 0, jego wspodirzedne mozna wiec zapisac tak: (a, g) . Analogicznie, punkt C ma



wspotrzedne (b, — _17). Korzystajgc ze wzoru na wspotrzedne srodka odcinka uktadamy

uktad rownan:

I _a+b
2
{ a. —4b — 17
_ 3t 5
\=15 = 2
Rozwigzaniem jest paraa = 0i b = —8. Sg to pierwsze wspodtrzedne punktéw B i C.

Wyliczamy drugie wspoéirzedne i mamy brakujgce wierzchofki tréjkata:

B (0,0),C(—8, 3).Teraz juz tatwo policzy¢ pole trojkata ABC. Mozna przyktadowo zamkng¢
go w prostokacie EFGC i od pola tego prostokata odjgé pola trojkatdow prostokatnych EAC,
AFB i BGC. Wychodzi 25,5.
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3. Rozwiqz rownanie:

<n+1>_(n+1) 1 _1
m+1/'\ m /Jn—-m+1 3!

gdzie () = = (n o

Przeksztatémy lewg strone skracajac, co sie da.



(n+1)! m!-(n+1—m)!. 1

m+D!-n+t1l-m-1!  (n+1) n—m+1
1 (n—m+1)!_ 1

“m+1) -m—m)! n—m+1 m+1

Nasze rownanie przybiera wiec postacé:

1 1

m+1 6

Wiec m = 5, n zas jest dowolng liczbg naturalng wiekszg lub réwng 5.



