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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. lle jest dodatnich liczb catkowitych, ktorych najwiekszy dzielnik wtasciwy (czyli
dzielnik rozny od 1 i od danej liczby) jest rowny 917

Poniewaz 91 = 7 - 13, wiec szukane liczby majg posta¢ k - 7 - 13, gdzie k jest liczba
pierwszg mniejszg lub rowng 7. Gdyby k byto liczbg ztozong, k = a-b,toa-91i

b - 91 bytyby dzielnikami wtasciwymi wiekszymi od 91. Gdyby k byto wieksze od 7, to
13k bytoby dzielnikiem wtasciwym wiekszym od 91. Szukane liczby sg cztery: 2 - 91
3-91,5-91,7-91.

2. Na sprawdzianie z matematyki | zadanie rozwigzato 80% uczniow, Il —85%, 11l — 90%,
a IV —98%. Jaka czesc¢ ucznidw rozwiqzata wszystkie zadania?

| zadania nie rozwigzato 20% uczniow, Il — 15%, Il — 10% a IV — 2%. W sumie jakiego$
zadania mogto nie rozwigza¢ maksymalnie 47% ucznidw, a wiec co najmniej 53%
rozwigzato wszystkie zadania. Z drugiej strony poniewaz 20% uczniéw nie rozwigzato
zadania |, wiec wszystkie zadania rozwigzato co najwyzej 80% ucznidw. Odpowiedz
brzmi: miedzy 53% a 80%.

3. Znajdz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktdrych cyfrg jednosci liczby
4™ + 7" jest 5.

Liczba 4™ + 7" jest nieparzysta, wystarczy wiec, zeby byta podzielna przez 5.
Sprawdzamy, jakie reszty z dzielenia przez 5 dajg liczby 4™ oraz 7™ (wygodnie jest tu
uzy¢ kongruencji). Dla 4™ mamy na przemian reszty: 4 i 1. Dla 7™ cyklicznie powtarzaja
sie reszty: 2, 4, 3, 1. Reszty sumujg sie do 5 dla wyktadnikdw postaci 4k + 2.



KLASY TRZECIE | CZWARTE

.o 2n?-1 .
1. Udowodnij, ze dla dowolnego n € N utamek 2’;+1 jest nieskracalny.
1 sposéb:
. . 2n%2-1 __ (2n+1)(n-0,5)-0,5 e
Zauwazmy, ze: = . Rozszerzmy teraz nasz utamek mnozac licznik i

2n+1 2n+1
mianownik przez 2. Ta nowa postac da sie oczywiscie skrdci¢ z powrotem przez 2, ale

pokazemy, ze tylko przez 2, a to bedzie oznaczac, ze wyjsciowa postac byta

nieskracalna.

2n+1)(2n-1)-1
2(2n+1)

skroci¢ przez liczbe k # 2 . Wéwczas k jest dzielnikiem liczby 2n 4+ 1 z mianownika, a

co za tym idzie, jest rdwniez dzielnikiem liczby (2n + 1)(2n — 1) z licznika. To oznacza,

Po rozszerzeniu przez 2 otrzymamy . Zatézmy, ze ten utamek da sie

ze musi by¢ réwniez dzielnikiem liczby 1 z licznika. Czyli k = 1, a wiec wyjsciowy
utamek byt nieskracalny.

2 sposob:

Zatézmy, ze liczba d dzieli licznik i mianownik. Dzieli wiec ona takze ich sume:
2n? —1+2n+1=2n*+2n=2n(n+1)

Liczba d dzieli 2n + 1, dzieli wiec tez 2n(2n + 1). Dalej, d dzieli
2n(2n+1) — 2n(n+ 1) = 2n? oraz2n? — 1 — 2n? = 1. Skoro d dzieli 1 wiec
d = 1, a to oznacza, ze wyjsciowy utamek byt nieskracalny.

2. W czworoscianie ABCD mamy dane krawedzie: AB = ¢, BC =a, CA= Db, a
wszystkie pozostate sciany sq przystajqce do sciany ABC. Oblicz odlegtos¢ miedzy
krawedziami AB i CD.

Poprowadzmy dwie réwnolegte ptaszczyzny, z ktérych jedna zawiera odcinek AB, a
druga CD, dwie réwnolegte ptaszczyzny, z ktdrych jedna zawiera odcinek AC, a druga
BD, oraz dwie rownolegte ptaszczyzny, z ktérych jedna zawiera odcinek AD, a druga BC.
W ten sposob wpisaliSmy nasz czworoscian w rownolegtoscian. Wiecej, rownolegtoboki
tworzgce sciany naszego rownolegtoscianu majg obie przekatne jednakowej dtugosci,
sg wiec prostokatami, a rownolegtoscian okazuje sie by¢ prostopadfoscianem.
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Zadanie sprowadza sie do obliczenia dtugosci boku prostopadtoscianu oznaczonego na
rysunku przez z. Tu wystarcza twierdzenie Pitagorasa.

2 = x2 + y?
b? = y? + z2
a’ = x* + z*

Z drugiego réwnania wyliczamy y?2, z trzeciego x? i podstawiamy do pierwszego
otrzymujac

2 =a?— 7%+ b2 —y?

wiec

a’+ b? —c?
2

7 =

3. Znajdz rzut rownolegty punktu A(1,—2) na prostqg x — y + 3 = 0 w kierunku
wektora v = [1,2].

Wektor [1,2] wyznacza kierunek reprezentowany przez proste o wspoétczynniku
kierunkowym rownym 2. Wyznaczamy takg prostg przechodzaca przez punkt (1, —2).
Ma ona réwnanie y = 2x — 4. Znajdujemy punkt wspolny tej prostej z rzutnig czyli
prostg x — y + 3 = 0. Ma on wspotrzedne (7, 10) i to jest szukany rzut punktu A na
prostax —y + 3 =0.



