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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Dziadek ma dwa razy tyle lat, ile miata babcia wtedy, gdy dziadek miat tyle, ile babcia ma
teraz. Razem majq 140 lat. Po ile lat liczy kazde z nich?

Wprowadzmy oznaczenia:

x — wiek dziadka

y — wiek babci

(x —y) — o tyle lat dziadek jest starszy od babci

y — (x — y) — tyle lat miata babcia, gdy dziadek miat tyle, ile ona ma teraz (obydwoje byli
wtedy mtodsi o (x — y) lat)

Mozna teraz zapisa¢ uktad réwnan:
{ x+y =140
x=20y—(x—y)
Rozwigzujac ten uktad dowiemy sie, ze dziadek ma 80 lat, a babcia — 60.

2. Udowodhnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba n® — n jest podzielna przez 5.

Przy pomocy kongruencji udowodnimy, ze niezaleznie od tego, jaka reszte z dzielenia przez 5
daje liczba n, liczby n® i n daja te sama reszte z dzielenia przez 5, co jest rdwnowazne tezie
zadania.

n=1 n°=1 (mod5)
n=2 n>=32=2 (modb5)
n=3, n°=243=3 (mod5)
n=4 n>=1024 =4 (mod5)
n=0 n®>=0 (mod?5)

3. Rozszyfruj ponizszy przyktad na dodawanie, w ktérym jednakowym literom odpowiadajg
jednakowe cyfry, a roznym literom — rézne cyfry (wystarczy podac rozwigzanie bez
uzasadnienia, Ze jest ono jedynym).
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KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Na ile sposobow mozna n kul rozmiesci¢ w n pudetkach tak, zeby doktadnie dwa pudetka
zostaty puste? Zatdz, ze n = 3 oraz zarowno kule jak i pudetka sq miedzy sobq rozrdznialne.

Mozemy to robic tak:
Rozwazmy dwa przypadki:
a) sg dwie szuflady, w ktérych sg po dwie kule

Wybieramy dwa pudetka, ktére majg by¢ puste — na (72‘) sposobow, wybieramy dwa pudetka
(nazwijmy je A'i B), w ktérych majg by¢ dwie kule — na (n;Z) sposoboéw, wybieramy dwie kule
do pudetka A —na (g) sposobdw, wybieramy dwie kule do pudetka B — na (ngz) sposobdw,
pozostate kule rozktadamy do pozostatych pudetek —na (n — 4)! sposobdw.

b) jest szuflada, w ktérej sg trzy kule

Wybieramy dwa pudetka, ktére majg by¢ puste — na (’;) sposobow, wybieramy pudetko, w
ktérym maja by¢ trzy kule —na (n — 2) sposobdw, wybieramy do niego trzy kule — na (’31)

sposobdw, rozktadamy pozostate kule do pozostatych pudetek —na (n — 3)! Sposoby.

Ostatecznie, wszystkich sposobdw jest:

O(2) O(%) o) oo

2. Dany jest prawidtowy ostrostup czworokqtny. Pole przekroju ptaszczyzng przechodzqcq
przez przekgtnqg podstawy i rownolegtq do krawedzi bocznej skosnej wzgledem tej przekqgtnej
jest rowne P. Pole przekroju ptaszczyznq przechodzqcq przez srodki dwdch sgsiednich bokow

podstawy i srodek wysokosci ostrostupa wynosi S. Oblicz iloraz g.
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Na rysunkach powyzej widzimy oba przekroje. Na prawym rysunku mamy widok z boku, ktéry

sugeruje, jakie przyja¢ wymiary.

Oznaczmy krawedz podstawy ostrostupa przez a, a jego krawedz boczng przez b. Czerwony
przekroj jest trojkatem o podstawie a2 i wysokosci g (zob. prawy rysunek i zastosuj
twierdzenie o odcinku tgczagcym srodki ramion tréojkata). Tak wiec

1 b abV2
P=graV2y=—

Zielony przekroj sktada sie z prostokata o wymiarach %E i g oraz z trojkata o podstawie (1;—5 i

.. b . . . e . .
wysokosci " (dlaczego takie wymiary? — zndw wystarczy zastosowac twierdzenie o odcinku

taczacym srodki ramion tréjkata; dlaczego prostokat? — odcinek GH jest prostopadty do
ptaszczyzny DBE, a wiec tez do odcinka BE; odcinki GK i HI s3 rownolegte do BE, a wiec
prostopadte do GH). Tak wiec:

av2 b 1 av2 b 5abV2
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| ostatecznie:

3. Dla jakich x € (
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) liczby

cos(x)
1+sin(x)

tg(x), 1,

w podanej kolejnosci sq trzema poczqtkowymi wyrazami rosngcego ciggu arytmetycznego
(a,)? Dla dowolnego n € N oblicz sume a,, + apypq + -+ + Aoy

Zobaczmy, co to za ciag:

cos(x)
tg(x) + 1 + sin(x) _
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Powyzsze rownanie ma dwa rozwigzania: x = 3 lub x = -3

Dlax = gdostajemy ciag V3,1,2 — /3. Jest to ciag malejacy, wiec go odrzucamy.

Dlax = — g dostajemy ciagg —V3,1, 2 + /3 . Jest to ciag rosnacy o réznicy 1 + /3.

antaqon

Obliczmy teraz sume a,, + a,41 + -+ ayp, = .

apn=—V3+m-1)(1+V3)=n(1++3)-1
Aypy = —\/§+(2n—1)(1+\/§) =2n(1+\/§)—1
| ostatecznie

a, + a, 3n(1+\/§)—2
Tln: z .

n

Odpowiedz: Rosnacy cigg arytmetyczny dostaniemy dla x = — g

3n(1++/3)-2
Sumaa, +anyq + -+ azp, =%-n



