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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Na przedtuzeniu przeciwprostokqtnej AB trojkgta prostokqtnego ABC odfozono
takie odcinki AD i BE, ze AD = AC i BE = BC. Wyznacz miare kqta DCE.
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Tréjkaty ACD i BCE sg réwnoramienne, wiec katy ADC i DCA s3 réwne (oznaczylismy
je przez ) oraz katy BEC i BCE sg rowne (katy ). Mozna obliczy¢, ze miara kata
CAB wynosi 2a, a miara kata CBA — 28 (zob. rysunek). Z sumy katéow w trojkacie
ABC wynika, ze 2a + 2 = 90°, wieca + [ = 45°, a to oznacza, ze kat DCE ma
miare 135°.

2. Rozwigz w liczbach catkowitych rownanie
x-y-(x+2025y) = 20252024

Udowodnimy, ze dane réwnanie nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych. Lewa strona
nie moze rownac sie prawej dla zadnej pary liczb catkowitych (x,y), bo prawa strona
jest nieparzysta, a lewa parzysta. Jezeli ktoras z liczb x, y jest parzysta, to oczywiscie
cata lewa strona jest parzysta, jezeli zas obie liczby x, y sg nieparzyste, to parzysta jest
liczba (x + 2025y), a co za tym idzie cata lewa strona. Korzystamy tu z faktéw, ze:

a) jezeli choc jeden z czynnikdw jest parzysty, to caty iloczyn jest parzysty

b) suma dwdch liczb nieparzystych jest parzysta.



3. Punkt P jest dowolnym punktem wewnetrznym trojkgta rownobocznego ABC.
Odlegtosci punktu P od bokow BC, CA, AB sq rowne odpowiednie x,y, z. Wykaz, ze dla

danego trojkgta rownobocznego x + y + z jest wielkoscig stafq.
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Pole trojkata ABC jest rowne sumie pol trojkatéw ABP, BCP i ACP. Wysokos¢ tréjkata
ABP jest réwna odlegtosci punktu P od boku AB, wynosi wiec z. Analogicznie,
wysokos¢ tréjkata BCP = x, a wysokosc tréjkata ACP = y. Mamy wiec
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G h=ta(ety+
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Dla danego trdéjkata rownobocznego suma x + y + z jest wiec zawsze rowna

wysokosci tréjkata.
KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Punkt P lezy na okregu opisanym na trojkgcie rownobocznym ABC. Udowodhnij, ze
jeden z odcinkow AP, BP, CP ma dfugosc¢ rowng sumie dtugosci dwoch pozostatych.
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Mozna to udowodnié¢ na wiele sposobdw. Najprosciej jest wykorzystac twierdzenie

Ptolemeusza:
ay +az = ax
y+z=x



2. Udowodnij, ze jezeli liczby a, b, ¢ sq dodatnie oraz ab + bc + ca = 1, to
a+b+c>+3

(*Y(a+b+c)2=a?+b?>+c?*+2(ab+bc+ca)=a?+b?>+c?>+2
Jednoczesnie z nieréwnosci Cauchy’ego

a + b > 2Vab, wiec a® + 2ab + b? > 4ab czyli a® + b? > 2ab

Analogicznie b? + ¢ = 2bc i a? + ¢? > 2ac. Po dodaniu stronami i podzieleniu przez
2:

(**)a?+b%?+c?=ab+bc+ca=>1

Z (*) i (**) otrzymujemy, ze (a + b + ¢)? = 3, co jest réwnowazne tezie.

3. Rozwiqz rownanie
1 COS 2x 1 sin2x

(=+3)  (+g) =1

1 cos2x+sin2x
2 4= _
(x + 2) =1
Co jest rwnowazne alternatywie
(*)x? + = 1lub
(**) cos2x +sin2x =0

Rozwigzaniem (*) jest x = g lub x = —g

Rozwigzmy (**)
cos2x +sin2x =0
cos 2x + cos (z — Zx) =0
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2CoS > cos > =0
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2 -7-cos(2x—z) =0
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Cos(Zx—Z)=0
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