Zestaw 6

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Kwadrat o wymiarach 5 x 5 dzielimy na 25 identycznych
matych kwadratdw (rysunek obok). lle wynosi suma kgtow
< PAQ,< PBQ,< PCQ,<x PDQ,«x PEQ ?

Suma tych katdw wynosi 45°. Najtatwiej to uzasadni¢ przestawiajgc nasze katy jak na rysunku
ponizej:
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2. Cigg Fibonacciego okreslony jest nastepujgco:
F, =F =1
Foyz2 =Fu + K
dla n catkowitych dodatnich. Ustal, czy liczba F, -5 jest parzysta.
Liczba F,,5 jest parzysta. Parzyste sg wyrazy tego ciggu o numerach podzielnych przez 3.

Mozna to tak udowodnié:

Suma dwach liczb nieparzystych jest parzysta, a suma liczby nieparzystej i parzystej jest
nieparzysta. Dwa pierwsze wyrazy sg nieparzyste, wiec trzeci jest parzysty. Skoro wiec w



ciggu Fibonacciego kazdy wyraz jest sumg dwdch poprzednich, wiec po wyrazie parzystym
wystepujg dwa nieparzyste, a po dwodch nieparzystych parzysty.

2. Turysta idgcy na stacje kolejowq przeszedt w ciggu godziny 3,5 km i zorientowat sie, ze idgc
nadal z tq samgq predkosciq, spozni sie na pociqg o godzine. Przyspieszyt wiec i pozostatq czesc¢
trasy przeszedt z predkosciqg 5 km/h, docierajqc na stacje pot godziny przed planowanym
odjazdem pociqqu. Jakq dfugq trase przebyt ten turysta?

Niech s oznacza ,,pozostatg czesc trasy” a t czas, jaki potrzeba, zeby przejs¢ droge s i dotrzec
na stacje w momencie odjazdu pociggu. Wowczas:

s =35+ 1) oraz s =5(t-0,5)

Z tych rownan obliczymy, zet = 4,as = 17,5. Doliczajgc 3,5 km, ktore przeszedt wczesniej
obliczymy, ze cata trasa liczyta 21 km.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Udowodhnij, ze zbior S = {6n + 3 : n € N}, gdzie N jest zbiorem wszystkich liczb
naturalnych, zawiera nieskoriczenie wiele kwadratow liczb catkowitych.

Liczby postaci 6(6k? + 6k + 1) + 3 gdzie k € N stanowia podzbidr zbioru S i kazda z nich
jest kwadratem liczby naturalnej bo: 6(6k? + 6k + 1) + 3 = 36k? + 36k + 9 = (6k + 3)2.

2. Sfera S, jest wpisana w szescian, sfera S, jest styczna do wszystkich krawedzi tego
szescianu, a sfera S5 jest opisana na tym szescianie. SprawdZ, czy pola tych sfer tworzq ciqg
geometryczny lub arytmetyczny.

Oznaczmy dtugosc boku szescianu przez 2a. Wowczas sfera S; ma promien dfugosci a i pole
4ma?, sfera S, — promien dtugosci a2 i pole 8ma?, sfera S3 — promien dtugosci av/3 i pole
12ma?. Pola te tworza wiec ciag arytmetyczny.

3. Wyka:z, ze niezaleznie od wartosci parametru m rownanie

x3—(m+ Dx2+ (m+3)x -3 =0
ma pierwiastek catkowity. Dla jakich m wszystkie pierwiastki rzeczywiste tego rownania sq
catkowite?

Liczba 1 jest pierwiastkiem tego réwnania niezaleznie od wartosci parametru m, co tatwo
sprawdzi¢. Z twierdzenia o wymiernych pierwiastkach wielomianu wynika, ze pozostate
mozliwe pierwiastki catkowite to: -3, -1, 3. Podstawiamy te wartosci za x i wyliczamy m




Wszystkie pierwiastki rownania sg liczbami catkowitymi dlam = —4 lub m = 4. Przy m = 4,
1 jest pierwiastkiem podwodjnym.



