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KLASY PIERWSZE | DRUGIE
v e e . 4. D 1 . . . , . .4 1 . . .
1. Udowodnij, ze jezeli x* + = jest liczbqg catkowitq, to rowniez x™ + pors jest liczbqg catkowitq.

1 1 1\?
x4+—4=x4+—4+2—2=<x2+—2) -2
X X X

Kwadrat liczby catkowitej jest liczbg catkowitg. Liczba catkowita odjaé 2 jest liczbg catkowita

2. Liczby rzeczywiste a, b, c, d spetniajg rownosci
(@a+b)(c+d) =((@a+c)b+d)=(a+ d)(b+ )
Udowodnij, ze co najmniej trzy z liczb a, b, ¢, d sg réwne.

(a+b)(c+d) =(a+ )b+ 4d) i (a+c)b+d) = (a+ d)y(b + c)
ac+ad+ bc+ bd =ab +ad + cb + cd ab+ad+cb+cd =ab+ ac+db+dc
ac + bd = ab + cd ad +cb =ac+ db

ac—ab—cd+bd =0 ad —ac—db+cb =0
a(c—=b)—d(c—b)=0 ald—c)—b(d—-c)=0

(1) (a=d)(c—b)=0 [ (2) (a=—b)(d—-¢c)=0

Z (1) wynika,zea =d lubc =b
Rozwazmy dwa przypadki

aJa=d
Woéwczasz(2)a =b (iwtedya=b =d)lubd =c(iwtedya =d = ¢)
b)c=0»b

Woéwczasz(2)a = b (iwdwczasa =b =c)lubd = c (iwdwczas b = c = d)
W kazdej z tych sytuacji co najmniej trzy z danych liczb sg rowne.

3. Dane sq trzy parami styczne zewnetrznie okregi o promieniu 1. Wyznacz pole trojkqta,
ktdrego boki sq odcinkami stycznych.



Tréjkat RDC jest tréjkatem 30°, 60°, 90° (odcinek RC zawiera sie w dwusiecznej kata 60°,
promien RD jest prostopadty do stycznej AC). Wynika stad, ze odcinek RC ma dfugosc¢ 2, a
odcinek DC: /3. Teraz tatwo policzyé¢ bok tréjkata ABC. Ma on dtugoéé 2 + 2+/3. Na
wysokosc trojkata ABC sktada sie dtugosc promienia okregu, wysokosc trojkata PQR i
dtugos¢ odcinka RC, w sumie 1 + /3 + 2 = 3 + /3. Mozemy liczy¢ pole:

P=%-(2+2\/§)-(3+\/§)

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Dane sq punkty A = (=5,0),B = (-3,—4),C = (3,4),M = (7,1).Zpunktu M
poprowadzono styczne k i | do okregu opisanego na tréjkqcie ABC. Oblicz pole tréjkqta KLM,
gdzie K i L sq punktami stycznosci prostych k il z tym okregiem.

Tréjkat ABC jest prostokatny AB = v/20, AC = /80, BC = 10. AB? + AC? = BC?. Okrag na
nim opisany ma srodek na srodku przeciwprostokatnej (punkt (0, 0)) i promien réwny
potowie przeciwprostokatnej r=5, ma wiec réwnanie x? + y% = 25.

Styczna y = ax + b przechodzi przez punkt M, a wiec



1l=a-7+b

b=1-7a
Czyli styczna ma réwnanie y = ax + 1 — 7a lub w postaci ogolne;j:
ax—y+1—-—7a=0
Poniewaz styczna to prosta, ktérej odlegtos¢ od srodka okregu jest rowna promieniowi dla
wyznaczenia wspofczynnika a mozemy sie postuzy¢ wzorem na odlegtos¢ punktu od proste;:

la-0+(=1):-04+1—7a| .
a’+1

Réwnanie to ma dwa rozwigzania: %i — %.

Dalej jest juz prosto: wyznaczamy wyrazy wolne w stycznych, rozwigzujgc ukfady réwnan
ztozone z réwnania okregu i rownan prostych znajdujemy punkty K (3, 4) i

L(4, -3) i liczymy pole trdjkata KLM (ktéry okazuje sie byc¢ trojkatem prostokgtnym). Wynosi
ono 12,5.

2. Oblicz sume n poczqtkowych wyrazow ciggu (a,,) , w ktorym
a = 3, a, = 33, as = 333, a, = 3333,

1
3+33+---+3...33:§<9+99+---+9...99>=

n n

1 1
§(10—1+102—1+---+10"—1)=§(10

10m — 1 )_10(10n—1) n
10—-1 )T 27 3

3. W pdtokrgg o promieniu R wpisano trapez, w ktorym ramie jest nachylone pod kgtem o do
podstawy bedqcej srednicq okregu. Oblicz pole trapezu.

a 180°-2
A E 0 "B

Tréjkat AOD jest rownoramienny, wiec kgt AOD ma miare 180° — 2a. Odcinek EO ma
dtugos$é R - cos(180° — 2a), a wysoko$¢ ED: R - sin(180° — 2a). Teraz mozna juz liczy¢
pole:

P=—=-[2R+ 2R - cos(180° — 2a)] - [R - sin(180° — 2a)]
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