Zestaw 9

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. W szesciokgcie ABCDEF kazdy kqt ma 120 © Udowodnij, ze sumy dfugosci odcinkow
wychodzqgcych z przeciwlegtych wierzchotkow sq rowne (np. AB + AF = DC + DE)

Uzupetnijmy nasz szesciokat do trdjkata rownobocznego XYZ (dlaczego tréjkat XYZ jest
rownoboczny?):

Wowczas tréjkaty XAF, BYC, EDZ tez sg rownoboczne, stad oznaczenia jak na rysunku.
Oznaczmy jeszcze dtugos¢ boku tréjkata XYZ przez a. Wéwczas b + ¢ = a — d oraz
f+e=a—d.

2. W tréjkgcie ABC punkt M jest srodkiem boku AB oraz XACB = 120°. Udowodnij, ze
\/_

CM =2 AB

Pokazemy najpierw, ze odcinek CM jest najkrdtszy, gdy tréjkat ABC jest rownoramienny.
Wpiszmy nasz tréjkat w okrag. Z nieréwnosci tréjkata wynika, ze dtugosé tamanej OMC jest
wieksza lub réwna dtugosci promienia okregu. Rowna jest, gdy kat OMC ma 180°, czyli kat
AMC jest prosty, czyli trojkat ABC jest rownoramienny.



Teraz pokazemy, ze jezeli trojkat ABC jest rownoramienny, to zachodzi rownosé

cM =2 4B.
6
W takim wypadku tréjkat AMC jest trojkatem 30°, 60°,90°i CM = ?AM = ?AB.

3. Udowodhnij, ze jezeli liczby x,y, z spetniajg réwnosé (x + y + z)? = x> —y? + z2, to
znajduje sie wsrdd nich para liczb przeciwnych.

(x+y+2)?=x>—y2+22

x2+y? + 22+ 2xy + 2yz + 2zx = x? — y? + 7z
2y% + 2xy + 2yz+2zx =0
y2+xy+yz+zx =0
yy+x)+zy+x)=0

y+x)(y+2)=0

wiecy = —xluby = -z

KLASY TRZECIE

1. Dany jest trojkqt rownoboczny ABC. Na przedtuzeniu boku AC poza punkt C wybrano
punkt D. Na przedtuzeniu boku BC poza punkt C wybrano taki punkt E, ze BD = DE. Wykazac,
ze AD = CE.

Obierzmy na odcinku CE taki punkt F, zeby CF=CD. Wdwczas tréjkat DCF jest réwnoboczny.
Tréjkaty BDF i CDE sg przystajace, bo majg takie same katy i BD=DE. To oznacza, ze
CE=BF=AD.



2. Dany jest tréjkqt ostrokgtny ABC, w ktorym <ACB = 60°. Punkty D i E sq rzutami
prostokgtnymi odpowiednio punktow A i B na proste BC i AC. Punkt M jest srodkiem boku
AB. Wykaz, ze trojkgt DEM jest trojkgtem rownobocznym.

Cc

M

Na czworokgcie ABDE mozna opisac okrag, ktorego Srodkiem jest punkt M (katy AEB i
ADB s3 obydwa proste). Odcinki ME i MD sg promieniami, wiec trojkat DEM jest
rownoramienny. Suma katéw przy wierzchotkach A i B wynosi 120° wiec korzystajac z
faktu, ze tréjkaty AME i BMD sg rownoramienne fatwo policzysz, ze kgt EMD ma 60°.

3. Dane sq liczby naturalne m,n, k, takie, ze m? + n? = k2. Udowodhnij, ze iloczyn mnk jest
liczbq podzielnqg przez 60.

Udowodnimy kolejno podzielno$¢ mnk przez 3, 4 5.

Jedna z liczb m, n jest podzielna przez 3. Gdyby byto inaczej liczba k? dawataby reszte 2 z
dzielenia przez 3, a to jest niemozliwe (korzystamy z tego, ze kwadrat liczby niepodzielnej
przez 3 daje reszte 1 z dzielenia przez 3)

Liczby m, n nie moga by¢ jednoczeénie nieparzyste. Gdyby tak byto, liczba k? dawataby
reszte 2 z dzielenia przez 4, a to jest niemozliwe. Jezeli obie liczby m, n sg parzyste, to
podzielnos¢ przez 4 mamy zatatwiong. Zatézmy bzo, ze m jest parzyste, a n nieparzyste.
Wéwczas m? = (k — n)(k + n). Sposrédd liczb k — n, k + n jedna jest podzielna przez 4
(sprawdz!), to oznacza, ze m? jest podzielne przez 8, a wiec przez 16, bo jest kwadratem.
Czyli m jest podzielne przez 4.

Zatézmy, ze zadna z liczb m, n nie dzieli sie przez 5. Wéwczas przystajg modulo5do-2,-1, 1
lub 2, czyli ich kwadraty przystajg modulo 5 do -1 lub 1. Nie mogg obie przystawac do -1 ani
obie przystawaé do 1, bo wéwczas k? przystawatoby do -2 lub 2, a to jest niemozliwe. Czyli

jedna z nich przystaje do -1, a druga do 1, a to oznacza, ze liczba k jest podzielna przez 5.



