Zestaw 10 MATEMAT“YKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Oblicz pole tréjkgta prostokgtnego, ktorego przeciwprostokgtna ma dfugosc¢ 9, a suma
dtugosci przyprostokgtnych wynosi 10.

Oznaczmy przyprostokatne przez a i b. Wéwczasa + b = 10i a? + b? = 81. Szukamy
liczby %.

a+b=10

a® + 2ab + b* = 100

81+ 2ab = 100

2ab = 19

ab 19

2 4
2. Czy istniejq takie dwie dodatnie liczby catkowite, ktorych roznica wynosi 2 i ktorych
iloczyn jest kwadratem liczby catkowitej?

Zatézmy, ze takie liczby istniejg i oznaczmy je przez a i a + 2. Ich iloczyn wynosi a? + 2a.
Zauwazmy, ze a’ < a? +2a < a®?+2a+ 1 = (a + 1)?. Liczba a? + 2a lezy miedzy
kwadratami dwéch kolejnych liczb catkowitych, nie moze wiec by¢ kwadratem liczby
catkowite;j.

3. Dane sq dodatnie liczby catkowite a i b. Wykaz, ze jezeli liczba a® jest podzielna przez
liczbe a + b, to takze liczba b? jest podzielna przez liczbe a + b.

b>=b?—-a’+a*=(a+b)(b—a)+a?

Liczba b? jest wiec suma dwéch liczb podzielnych przez a + b czyli jest podzielna przez
a+b.

KLASY TRZECIE

1. Punkt D lezy na boku AB trojkgta ABC. Okregi styczne do prostych AC i BC odpowiednio w
punktach A i B przechodzq przez punkt D i przecinajq sie po raz drugi w punkcie E. Punkt F
jest odbiciem symetrycznym wierzchotka C wzgledem symetralnej boku AB. Wyka:z, ze
punkty D, E i F sq wspdtliniowe.



J

Oznaczmy kat przy wierzchotku A przez a, a kat przy wierzchotku B przez . Korzystajac z
twierdzenia o kacie dopisanym i kacie wpisanym zauwazamy, ze kat AED ma miare a, a kat
DEB ma miare B. To oznacza, ze na czworokgcie AEBF mozna opisac¢ okrgg (suma katow AEB
i AFB wynosi tyle, co suma katéw w trojkacie). Trzeba jeszcze zauwazy¢, ze kat BEF ma
miare B jako oparty na tym samym tuku, co kat BAF. Skoro katy BED i BEF sg réwne, to
punkty E, D, F sg wspotliniowe (z punktu E widzimy punkty D i F pod tym samym katem).

2. Dany jest tréjkqt rownoboczny ABC. Na pdtprostej CA wybrano punkty A4, A, zas na
potprostej CB wybrano punkty B;, B,. Na zewnqgtrz kqta ACB wybrano punkty C;, C, w ten
sposob, ze tréjkqty A B,C;, i A, B, C, sq rownoboczne. Wykaz, ze punkty C, Cy, C, leZzq na
jednej prostej.

Katy A, C,B; oraz A;CB; sq rdwne, wiec na czworokgacie A; B;CC; da sie opisa¢ okrag. W
tym okregu rowne sg katy A; B, C; i A;CC;. Punkt C; lezy wiec na prostej, ktéra tworzy z
bokiem AB kat 60°. Podobnie udowodnimy, ze punkt C, lezy na tej proste;j.

3. Udowodhij, ze istnieje nieskoriczenie wiele parami roznych liczb catkowitych a, b,c i d, ze
liczby

a’ + 2cd + b? oraz c? + 2ab + d?



sq kwadratami.

Wybierzmy cztery rézne liczby pierwsze: p,q,r,siniecha =pq,b =1s,c =prid = gs.
Woéwczas a? + 2cd + b? = (pq + rs)?,ac? + 2ab + d? = (pr + qs)>.
Czworke liczb pierwszych oczywiscie wybierzemy na nieskoriczenie wiele sposobdw.



