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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Rozwiqz w liczbach catkowitych rownanie:

1 4 1 1
x y 2
Mnozymy obustronnie przez 2xy:
2x + 2y = xy

xy—2x—2y+4=4
(x—-2)(y-2)=4

4 mozna roztozy¢ na iloczyn liczb catkowitych jako 2+ 2,1 -4, —2 - (—=2),—1 - (—4), stad
dostajemy rozwigzania: (x,y): (4,4),(3,6),(6,3),(1,—-2),(—2,1).

2. Rozwigz w liczbach catkowitych rownanie:
2%(6 —x) = 8x

Zauwazmy najpierw, ze dla x < 0 lewa strona jest ujemna, a prawa dodatnia, natomiast jesli
X > 6 lewa strona jest ujemna, a prawa dodatnia. Recznie sprawdzamy pozostate przypadki i
okazuje sie, ze rOwnanie spetniajg trzy liczby: 2, 3, 4.

3. W czworokgcie ABCD punkt E jest punktem przeciecia przekgtnych. Udowodhnij, ze jezeli
pola trojkgtow AED i BEC sq rowne, to czworokqt ABCD jest trapezem.

D C

A B

Jezeli pola tréjkatow AED i BECsg rowne, to rowniez pola trojkatow ABD i ABC s3 rowne.
Poniewaz te tréjkaty majg wspodlng podstawe, wiec z rownosci pol wynika, ze majg rowniez
rowne wysokosci, czyli punkty C i D sg jednakowo odlegte od odcinka AB, a wiec odcinki AB i
CD s3g rownolegte, czyli spetniona jest definicja trapezu.



KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Szesciokqt ABCDEF jest wypukty oraz AB = BC,CD = DE,EF = FA. Wykaz, ze proste
zawierajgce wysokosci trojkqtow BCD, DEF, FAB, poprowadzone odpowiednio z
wierzchotkow C, E, A, przecinajq sie w jednym punkcie.

Dane w zadaniu rownosci odcinkdw pozwalajg nam narysowac widoczne na rysunku okregi.
Proste, o ktérych mowa w zadaniu, sg osiami potegowymi tych okregéw (przechodzg przez
punkty przeciecia i sg prostopadte do prostych tgczacych ich srodki). Z twierdzenia Monge’a
wynika, ze przecinajg sie one w jednym punkcie.

2. Niech a i b bedq dwiema liczbami rzeczywistymi, przy czym a > b. Udowodnij, ze
a® — b3 > ab? — a®b

Wykazemy, ze a® — b3 — ab? + a?b = 0, co jest rGwnowazne wyjéciowej nieréwnosci.

a® —b3 —ab?+a’*b =(a—b)(a®+ab+b?) —ab(b—a)
= (a—b)(a?+ab + b?) +ab(a—b) = (a —b)(a? + 2ab + b?)
=(a—=b)(a+b)>>0
boa > b.

3. Odcinek CT jest wysokosciq trojkqta ABC, w ktorym kgt ACB jest prosty. Okrqgg o srodku C i
promieniu CT oraz okrqg opisany na trojkqcie ABC przecinajq sie w punktach P i Q. Dowies¢,
Ze prosta PQ przechodzi przez srodek odcinka CT.



Oznaczmy dtugosc odcinka DT przez x, a dtugosé odcinka DC przez y. tatwo sprawdzic, ze
wowczas zarowno odcinek CC’, jak i TT” majg dtugosé x + y. Punkt D lezy na osi potegowej
narysowanych okregow, a wiec jego potegi wzgledem tych okregdéw sg rowne. Oznacza to
réwnosc:

x(x+2y) =yQ2x+y)

x2 + 2xy = 2xy + y?

x? = y?

x=Yy



