W, it

TRZO
Zestaw 13 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p wiekszej od 3 liczba p? — 1 jest podzielna
przez 24.

p’—=1=@-D@+1)

Z trzech liczb (p — 1), p, (p + 1) jedna jest podzielna przez 3, nie jest to p, wiec jest to
(p — 1) lub (p + 1). Liczba p jest nieparzysta, wiec (p — 1) i (p + 1) to kolejne liczby
parzyste - jedna z nich dzieli sie przez 2, a jedna przez 4. Mamy wiec podzielnos¢ przez 3 i
przez 8, czyli przez 24.

2. Wyznacz liczbe par (x,y) liczb catkowitych spetniajgcych rownanie
x* = y*+ 1223334444,

Napiszmy nasze réwnanie tak:
x* —y* = 1223334444
(x2 — y2)(x2 + y?) = 1223334444
(x — ) (x + y)(x% + y2) = 1223334444

Jezeli liczby x i y sg roznej parzystosci, to mamy sprzecznos¢, bo lewa strona jest nieparzysta,
a prawa parzysta. Jezeli sg tej samej parzystosci to tez mamy sprzecznosé, bo lewa strona jest
podzielna przez 8, a prawa nie. Takich par nie ma.

3. Czworokgt wypukty podzielono na cztery czesci tqczqc srodki jego bokdw jak na rysunku.
Wykaz, ze suma pdl czesci zacienionych jest rowna sumie pdl czesci niezacienionych.

Tréjkaty ABE i BCE majg rowne podstawy i takg samg wysokos¢, dlatego ich pola sg rowne,
zostaty wiec oznaczone ta sama literg a. Podobnie uzasadnimy oznaczenia literowe dla
pozostatych pdl trojkatow. Suma pdl czesci zacienionych jest réwna

a+ b + c + d i suma pdl czesci niezacienionych tez jestrownaa + b + ¢ + d.



KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Udowodnij, ze jezeli przez punkt H przechodzq trzy okregi o jednakowych promieniach, a
punkty A, B, C sq roZnymi od H punktami przeciec tych okregow, to H jest ortocentrum
trojkgta ABC.

Czworokaty AXHZ, XBYH, HYCZ s3 rombami. CH jest prostopadte do ZY, a co za tym idzie do
AB, bo ABYZ jest réwnolegtobokiem. Podobnie udowodnimy, ze BH jest prostopadte do AC i
AH prostopadte do BC.

2. Na rysunku punkty A’ i B’ sq spodkami wysokosci, a punkt M jest srodkiem boku AB.
Udowodhnij, Ze punkt M jest srodkiem tuku A’B’ okregu dziewieciu punktdw trojkgta ABC.

Odcinek B’'M jest sSrodkowg w trdjkacie prostokgtnym ABB’, wiec jego dtugosé jest rowna
potowie dtugosci boku AB. Podobnie wykazemy, ze dtugosc odcinka A’M jest réwna potowie
boku AB. Tréjkat A’'B’M jest wiec rownoramienny, katy MB’A’ i B’A’M sg rowne czyli fuki B'M i
A’M s3 réwne.

3. Odcinek AB slizga sie po ramionach kgta prostego w ten sposob, Zze punkt A nalezy do
jednego ramienia, a punkt B do drugiego. Jaki ksztatt bedzie miata droga, ktorqg przebedzie
srodek odcinka AB. Odpowiedz uzasadnij.
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Wykazemy, ze droga, ktdrg przebedzie srodek odcinka AB ma ksztatt tuku okregu.

Rozwazmy tréjkat OBA. Odcinek OS jest w nim érodkowa. Srodkowa w tréjkacie
prostokatnym ma dtugos¢ réwng potowie przeciwprostokatnej (bo jest promieniem okregu
opisanego na tréjkacie). Gdy poruszamy odcinkiem AB zgodnie z trescig zadania dtugos¢
przeciwprostokatnej AB jest stata, a wiec rowniez stata jest dtugosc¢ odcinka 0S. To oznacza,
ze odlegtos¢ punktu S od punktu O jest stata, a wiec porusza sie on po okregu o Srodku w
punkcie O.



