Zestaw 13

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Kogut kosztuje 5 monet, kura 3 monety, a za jednqg monete mozna kupic 3 kurczeta. Za
100 monet kupiono 100 ptakow. lle byto wsrod nich kogutow, kur i kurczqt?

Moglibysmy sprawdzaé wszystkie mozliwosci, ale to kosztowatoby sporo pracy. Zobaczmy,
czy nie datoby sie ograniczy¢ sprawdzania do kilku przypadkdw.

Oznaczmy koguty przez x, kury przez y a kurczeta przez z. Z warunkoéw zadania dostajemy
uktad réwnan:

x+y+2z=100
1
{5x+3y+§z=100

Pomndzmy drugie rownanie przez 3:

{ x+y+z=100
15x +9y + z = 300

Teraz odejmijmy stronami pierwsze réwnanie od drugiego:

14x + 8y = 200
7x + 4y =100
7x = 100 — 4y

W ostatnim rdwnaniu prawa strona jest podzielna przez 4, wiec lewa tez musi by¢, a to
oznacza, ze liczba kogutow jest podzielna przez 4. Wystarczy wiec sprawdzi¢ warunki
zadaniadlax =0,4,8,12,16, (przy x = 20 za same koguty damy 100 monet). Liczbe kur
obliczmy z warunku

4y =100 — 7x

Reszte bedg stanowi¢ kurczeta.

Mamy cztery rozwigzania:
x=0,y=252z=75
x=4,y=18,z=78
x=8y=11,z=81
x =12,y =4,z =84



2. Rozstrzygnij, czy istnieje taka liczba rzeczywista x, dla ktorej liczby x + V2i
x% +/2 sq wymierne.

Istnieje, jest to % — /2.

Niechx +V2 =kix?2+vV2 =1k |l €W.Wdwczasx = k — /2. Wstawiamy to do
drugiego réwnania (k — \/7)2 + /2 = lidalej
k2 —2kV2+2+V2 =1
k24+2-vV2Qk—1) =1
Réwnos$¢ moze zajsé tylko, gdy (2k — 1) = 0, czylik = %, ax = %— V2.

3. Dane sq nieujemne liczby wymierne a i b. Udowodnij, ze jezeli suma \a + Vb jest
wymierna, to kazda z liczb Va, Vb jest wymierna.

Niech Va + Vb = w. Jezeliw = 0, to vVa = 0ivb = 0 i teza zachodzi.
Zatézmy, ze w # 0. Wowczas:
Va=w—vb
a=w?2-2wVb+b

w?+b—a
Vb = 2w

czyli \/Bjest liczba wymierna. va jest wymierny, bova = w — Vb.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Na okregu o srodku O obrano punkt A, przez ktory poprowadzono stycznqg do okregu oraz
siecznq przecinajgcq okrgg w punkcie B. Sieczna okrequ przechodzqgca przez jego srodek i
prostopadta do odcinka OB przecina siecznqg AB w punkcie C, a styczng w punkcie D.
Wykaz, ze trojkgt ACD jest rownoramienny.

Pierwszy przypadek:

Oznaczmy przez a kat CAD. Kat do niego wierzchotkowy jest katem dopisanym opartym na
tym samym tuku, co kat AOB i dlatego miara kata AOB wynosi 2a. Trojkat AOB jest



tréjkagtem rownoramiennym, tatwo wiec policzy¢ miare kata ABO, wynosi ona 90° — «.
Trojkat OBC jest prostokatny, wiec kat OCB ma miare a. Tréjkat ACD jest rwnoramienny,
bo ma dwa takie same katy.

Drugi przypadek:

Oznaczmy przez a kazdy z katow OBC i OAC. Tréjkat OCB jest z zatozenia prostokatny,
wiec kat OCB, a co za tym idzie kat ACD ma miare 90° — a. Kat OAD jest prosty jako kat
miedzy styczng a promieniem, wiec kat CAD réwniez ma miare 90° — a.

2. Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n wiekszej od 3 iloczyn liczby utworzonej z
ostatniej cyfry liczby 2™ i liczby utworzonej przez pozostate cyfry tej liczby jest zawsze
podzielny przez 6.

Potegi dwdjki mogg miec nastepujacy postacd:
a) 2% = 10a + 6

b) 24k*1 = 10b + 2

c) 24k+2 = 10c + 4

d) 24%*+3 = 10d + 8

Ad a) Cyfra jednosci jest 6. lloczyn 6 - a jest podzielny przez 6.

Ad b) Liczby postaci 24%*1 dajg reszte 2 przy dzieleniu przez 3. Liczba 10b = 24**1 — 2 jest
wiec podzielna przez 3, co gwarantuje, ze iloczyn 2 - b jest podzielny przez 6.

Ad c) Liczby postaci 24%*2 dajg reszte 1 przy dzieleniu przez 3. Liczba 10c = 2*%*2 — 4 jest
wiec podzielna przez 3, co gwarantuje, ze iloczyn 4 - ¢ jest podzielny przez 6.

Ad d) Liczby postaci 2*%*3 dajg reszte 2 przy dzieleniu przez 3. Liczba 10d = 24%*3 — 8 jest
wiec podzielna przez 3, co gwarantuje, ze iloczyn 8 - d jest podzielny przez 6.

3. Znajdz najmniejszq takq liczbe naturalng n, Ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k
liczba n + 2% ma co najmniej dwa rézne dzielniki pierwsze.

Pokazemy, ze dla liczb 1,..., 9 nie wychodzi

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n + 2k 142(2+2|34+2(4+22|54+42|6+2|7+2|8+23[9+2
dzielniki pierwsze | 3 2 5 2 7 2 3 2 11

Warunki zadania spetnia dopiero liczba 10
10 + 2% = 2(5 + 2F 1)
Dla k = 1 dostajemy liczbe 12, ktéra ma dwa dzielniki pierwsze: 2 i 3. Dla k > 1 mamy



iloczyn dwajki i liczby nieparzystej, ktory dzieli sie przez dwa i ma co najmniej jeden
nieparzysty dzielnik pierwszy.



