Zestaw 15

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nieréwnos¢

Va+b+Vb+c+Vc+a=V2a+V2b++2c

Zapiszmy naszg nieréwnos¢ tak:

Va+b+Vb+c++vc+a=V2(Va+Vb++c)

Narysujmy teraz kwadrat o boku va + Vb + +c:
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va + b to dtugoé¢ przekatnej prostokata o bokach va i Vb. Podobnie dlavb + civc + a.
Lewa strona nieréwnosci reprezentowana jest wiec przez czarng famang, a prawa to
czerwona przekatna kwadratu. Wystarczy teraz zastosowac uogdlniong nieréwnosé
trojkata.

2. Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH o podstawie ABCD i krawedziach bocznych AE, BF,
CG, DH. Punkt S jest srodkiem krawedzi EH. Udowodnij, ze z odcinkow o dfugosciach
AG,CH, 2 - AS mozna zbudowac tréjkaqt.

Oto nasz tréjkat:
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3. W osmiokgcie wszystkie przekgtne majq dfugosc 1 i przecinajq sie w jednym punkcie.
Udowodnij, Ze obwdd tego osmiokgta jest mniejszy niz 8.
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Oznaczmy przez S punkt przeciecia przekatnych. Z nieréwnosci tréjkata wynika ze:
AB < AS + SB
EF<1—AS+1-SB

Po dodaniu stronami AB + EF < 2. Podobnie udowodnimy, ze BC + FG < 2,
CD + GH < 2orazDE + HA < 2 az tego juz wynika teza zadania.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Dany jest tréjkqt prostokqtny o przyprostokgtnych dfugosci odpowiednio a i b. Na
pierwszej z tych przyprostokqtnych wybrano punkt P, a na drugiej punkt Q. Niech K i

H bedq rzutami prostokqtnymi odpowiednio punktow P i Q na przeciwprostokqgtng. Jaka
jest najmniejsza mozliwa wartos¢ sumy |KP| + |PQ| + |QH|? OdpowiedZ uzasadnij.



Wykazemy, ze najmniejsza mozliwa wartos¢ interesujgcej nas sumy wynosi 7
a

Oznaczmy wierzchotki naszego tréjkata przez A, B, C, jak na rysunku powyzej. Przeksztat¢my
trojkat ABC w symetrii wzgledem prostej AB i oznaczmy przez H' obraz punktu H, oraz w
symetrii wzgledem prostej AC i oznaczmy przez K’ obraz punktu K. Wéwczas |[KP| +
|PQ| + |QH| = |K'P| + |PQ| + |QH’|. Dtugos¢ tamanej K’PQH’ jest wieksza lub réwna od
odlegtosci miedzy odcinkami B’C i C'B (ktére oczywiscie sg réwnolegte), a ta odlegtosc jest
2ab
Vaz+p?’
2. Mamy 17 liczb rzeczywistych. Wiadomo, ze suma dowolnych dziewieciu sposrod tych liczb
jest wieksza od sumy pozostatych osmiu. Wykaz, ze wszystkie te liczby sq dodatnie.

rowna podwojonej wysokosci tréjkata ABC opuszczonej na przeciwprostokatng czyli

Oznaczmy nasze liczby przez a,, a,, ..., a,7. Z warunkdéw zadania wynika, ze:
a,+a,+az+a,+as+ag+a; +ag+ag
> A0 + a1 + apt+a3+a44 + as5taq6 + aq7
oraz
ag+a,9 + a1 +ax+a3ta4 + ais+a6 + a7
>a,t+a,+az+ay,+as+ag+a;+ag

Dodajac te nierdwnosci stronami i redukujgc wyrazy podobne dostajemy:
2a9 >0

czyli
ag >0

W podobny sposdb pokazemy, ze wszystkie pozostate liczby sg wieksze od 0.

3. Wyznacz wszystkie liczby catkowite nieujemne n, dla ktorych liczba 7" + 2 - 4™ jest liczbg
pierwszq.

Dlan = 0 otrzymujemy liczbe pierwszg 3. Dla n > 0 otrzymujemy liczbe wiekszg od 3 i
podzielng przez 3, bo zaréwno wszystkie naturalne potegi siédemki, jak i wszystkie
naturalne potegi czworki przystajg do 1 modulo 3. Jedynym rozwigzaniem jest wiec n = 0.



