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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Przez [x] oznaczamy najwiekszq liczbe catkowitq nie wiekszq od x. Udowodnij, ze dla
kazdej liczby naturalnej n liczba

[n+4

> ]+3n—2-(—1)"

jest podzielna przez 7.

Rozwazymy dwa przypadki: n parzyste i n nieparzyste.

a)n = 2k
2k + 4
[ > ]+3-2k—2-1=k+2+6k—2=7k
b)n=2k+1
2k+14+4
[T]+3-(2k+1)—2-(—1)=k+2+6k+3+2=7k+7=7(k+1)
2. Rozwigz réwnanie
2x - {x}
[x] =
x + {x}

gdzie [x] oznacza najwiekszg liczbe catkowitg nie wiekszg od x, a {x} = x — [x].
Poniewaz x = [x] + {x} nasze réwnanie mozemy zapisac tak:

_ 2(x] + ) -

=TT
[x]% + 2[x]{x} = 2[x]{x} + 2{x}?
[x]* = 2{x}?

Z powyzszego wynika, ze liczba 2{x}? jest catkowita. Poniewaz mantysa z liczby nalezy do
przedziatu [0, 1), 2{x}? moze sie réwnaé 0 lub 1. Rozwazmy dwa przypadki:

1) {x} = 0, wéwczas z réwnania [x]? = 2{x}? dostajemy [x] = 0 i ostatecznie x = 0. To
rozwigzanie musimy odrzuci¢, bo wéwczas w wyjsciowym réwnaniu dostalibysmy dzielenie
przez 0.

2) 2{x}?> = 1, woéwczas {x} = \/Z—E, a[x] =1lub[x] = —1.



Ostatecznie dostajemy dwa rozwigzania x; = —1 + g,xz =1+ \/2—5

3. Na globusie w ksztafcie kuli o promieniu R zakreslono cyrklem o rozwartosci R okrqg
(ndzke cyrkla umieszczono na biegunie). Jaka jest dtugos¢ narysowanego rownoleznika?

Whijamy cyrkiel w punkt B, wéwczas punkt A lezy na interesujgcym ?
nas rownolezniku. Promien rownoleznika jest rowny wysokosci A

tréjkata rownobocznego OBA (odcinek AD) czyli ma dtugosé RT\E.

Réwnoleznik ma wiec dtugo$é v/37R.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Udowodhnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba 4™ + 15n — 1 jest podzielna
przez 9.

Przeprowadzimy dowéd indukcyjny.
Dlan =1 mamy4 + 15 — 1 = 18, jest podzielne przez 9

Zaktadamy, ze 4™ + 15n — 1 jest podzielne przez 9 i badamy liczbe
41 41 15(n+1) -1

41 4+ 15(n+1)—-1=4-4"4+15n+15-1=4(4"+15n— 1) —45n + 18

co jest podzielne przez 9, bo 4™ + 15n — 1 jest podzielne przez 9 z zatozenia indukcyjnego, a
45n i 18 w oczywisty sposdb réwniez sg podzielne przez 9.

2. Wykaz, 2em > 1 réznych okregdw dzieli ptaszczyzne na co najwyzej n?> — n + 2 obszaréw
Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.
Dlan = 1 mamy dwaobszaryil? —1+2 =2

Zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n okregdw. Dorysowujemy kolejny okrag.

Przecina on kazdy z istniejgcych okregdw w co najwyzej dwoch punktach. Oznacza to, ze

powstaje co najwyzej 2n nowych obszaréw. Mamy wiec teraz nie wiecej niz

n? —n + 2 + 2n obszaréw.
n—-n+2+2n=n’+2n+1-n-14+2=m+1D?-(+1)+2

Czyli dziafa.

3. Udowodhnij, ze dlan = 7 mozemy tak umiesci¢ w wierzchotkach n-kqta foremnego rozne
liczby od 1 do n, by wartosc¢ bezwzgledna roznicy liczb z kazdych dwdch sgsiednich
wierzchotkdow byta kwadratem liczby naturalnej.

Przeprowadzimy indukcje o gtebokosci 3.



Rozktadajmy nasze liczby tak, zeby obok siebie staty liczby najwieksza i i druga co do
wielkosci. Dlan = 7 umieszczamy w wierzchotkach siedmiokata kolejno liczby 1, 2, 6, 7, 3, 4,
5. W wierzchotkach osmiokata 1, 2, 3, 4, 8, 7, 6, 5, a w wierzchotkach dziewieciokata 1, 2, 6,
7,3,4,8,9,5. W kazdym przypadku warto$é bezwzgledna réznicy dwéch kolejnych liczb
wynosi 1 lub 4.

Zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczb: n — 2,n — 1, n i spetnione jest dodatkowe
zatozenie, ze liczba najwieksza i druga co do wielkosci stojg obok siebie. W (n — 2) — kacie
wstawmy miedzy liczby n — 3 in — 2 kolejno liczcby n + 1,n,n — 1. W ten sposéb otrzymamy
zgdany rozktad dla (n + 1) — kata.



