RZO

Zestaw 20 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Wyznacz wszystkie tréjki (x,y, z) liczb catkowitych spetniajgce uktad réwnan

{x—yzzl
xz+y=2

Podniesmy oba réwnania obustronnie do kwadratu i od drugiego odejmijmy pierwsze:
{xz —2xyz +y*z* =1
272 + 2xyz + y® =4
X272 — x2 — y272 4 y2 = 3
x%(z2 —-1)—y%(z?-1)=3
(x*—y>)(z>-1) =3
Badajac rozne mozliwe rozktady liczby 3 na iloczyn liczb catkowitych stwierdzamy, ze mamy
naStQpUjace tréJkI (x;y Z): (11 OI 2)I (1I OI _2)1 (_11 OI 2)1 (_11 OI _2)1 (11 2) O)I (1I _21 O)I (_1121 O)I

(-1, -2, 0). Po wykonaniu sprawdzenia z wyjsciowymi rdwnaniami zostajg dwie tréjki (1, 0, 2)
oraz (1, 2, 0)

2. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n® + 2n jest podzielna przez 3.
n® + 2n=nmn?+2)

Jeslin jest podzielne przez 3 to oczywiscie wszystko gra. Jesli n nie jest podzielne przez 3 to
n? daje reszte 1 z dzielenia przez 3 (byta o tym mowa na kétku o wyrazeniach
algebraicznych), a wtedy (n? + 2) jest podzielne przez 3.

3. Wujek Antoni ztowit pewnq liczbe ryb. Trzy najwieksze sposrod nich dat cioci Halinie, w
wyniku czego waga ztowionych ryb zmalata o 35%. Nastepnie trzy najmniejsze ryby dat

sgsiadowi, zmniejszajgc wage pozostatych ryb o 15—3 lle ryb ztowit wujek Antoni?

Niech waga ztowionych ryb wynosi x. tatwo policzy¢, ze srednia waga ryb podarowanych
cioci Halinie wynosi %x, a Srednia waga ryb podarowanych sgsiadowi %x. Obliczymy wage

pozostatych ryb:

8 65 i,
13 1007 x



Tych ryb musiato byc¢ 4, bo gdyby byto wiecej, bytyby srednio mniejsze od ryb podarowanych
sgsiadowi, a gdyby byto mniej, bytyby srednio wieksze od ryb podarowanych cioci Helenie.
Ryb byto wiec w sumie 10.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Znajdz wszystkie pary (m,n) liczb catkowitych dodatnich spetniajgce réwnanie
2:3m=7n+5.

Mamy rozstrzygna¢, dla jakich liczb m liczba 2 - 3™ daje reszte 5 z dzielenia przez 7. Przy

pomocy kongruencji sprawdzamy, ze zachodzi to dla m dajgcych reszte 3 z dzielenia przez 6.
,26k+3 _

Ostatecznie dostajemy (m,n) = (6k + S,M)

2. ZnajdZ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktorych cyfrg jednosci liczby 4™ + 7™

jest 5.

Liczba 4™ + 7™ jest nieparzysta, wystarczy wiec , zeby byta podzielna przez 5. Badajac przy
pomocy kongruencji reszty z dzielenia liczb 4™ oraz 7" przez 5 stwierdzamy, ze tylko dla n
postaci 4k + 2 suma 4™ + 7™ jest podzielna przez 5.

44k+2 = 1 3 74*+2 = _1 mod 5.

3. Dla jakich wartosci parametru p rownanie
log(px?)
log(x +1)
ma doktadnie jedno rozwiqzanie?

Zatozenia:x > -1, x#0,p >0

Przeksztatémy réwnanie do postaci:
l0gy41 X% = 2
(x + 1)? = px?
p—1Dx?2-2x—1=0

Réwnanie to ma jedno rozwigzanie gdy:

a) jest liniowe: zachodzidlap = 1

b) ma delte réwng zero: p = 0 - nie nalezy do dziedziny

c) ma delte wiekszg od zera, czylip > 0, ale jedno z rozwigzan nie nalezy do dziedziny:

e 0 nigdy nie jest rozwigzaniem

e Aby jedno z rozwigzan byto mniejsze, a drugie wieksze od -1 potrzeba by: ramiona
paraboli byty skierowane do géry i wartos¢ dla -1 byta ujemna (co nigdy nie zachodzi)
lub ramiona skierowane w dét i wartosc¢ dla -1 dodatnia, co zachodzi dlap € (0,1)

Ostatecznie dostajemy p € (0,1]



