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Zestaw 22

KLASY PIERWSZE | DRUGIE
1. Udowodnij, Zze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y, z zachodzi nierownosc:
2 2 2,3
x“+y +z +12x+y+z
PrzenieSmy wszystko na lewg strone.
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2. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x,y, z zachodzi nierdwnosc:

x3 +y3 = x%y + xy?

PrzenieSmy wszystko na lewg strone.

x3—xly—xy?+y3 =x2(x —y) =y (x —y) = (x* =y (x — y)

=+ -N-—y)=&+x—-—y)*=0

3. Czworokqgt ABCD jest kwadratem. Wyznacz dtugos¢ odcinka EC, jesli |AF| = 4 i |FB| =3

kgt AFE jest kgtem prostym.

D E o}

A B

Z twierdzenia Pitagorasa tatwo policzymy, ze bok kwadratu ma dtugos$é 5.

Tréjkaty ABF i BCE sg podobne (oba majg kat prosty oraz 4FBA = 90° — AEBC = ABEC).

Zachodzi wiec proporcja:

Wyliczymy z niej, ze EC ma dtugos¢ 3,75.



KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. W okrgg wpisano trapez rownoramienny o dtuzszej podstawie bedqcej srednicq okregu
oraz tréjkqt, ktorego boki sq rownolegte do bokow trapezu. Wykaz, ze trapez i trojkgt majq
rowne pola.
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Wykazemy najpierw, ze tréjkaty ZLY i AKC s przystajace. Jak tatwo zauwazy¢, majg one
takie same katy. Odcinki AC i YZ sg rownej dtugosci, poniewaz odpowiadajgce im fuki sg
przystajace, a tuki sg przystajace, bo oparte na nich katy wpisane sg rowne. Mamy wiec
spetniong ceche przystawania kat, bok , kat. Jak fatwo zauwazyé, pole tréojkata AKC stanowi

potowe pola trapezu ABCD. Skoro wiec potowa pola trapezu jest rowna pofowie pola
trojkata XY Z, to cate pola tych figur tez sg rowne.

2. Niech dq,d,, d3,d, bedq odlegtosciami punktu wewnetrznego czworokqta wypuktego od
jego wierzchotkow. Wykaz, ze

di+ dy + ds +d, > 2V2S
gdzie S oznacza pole czworokata.

Zauwazmy najpierw, ze pole tréjkata o bokach a i b spetnia zaleznos¢:

P<ab
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Istotnie. P = %ab siny , gdzie y jest katem miedzy bokami a i b, a siny jest mniejszy lub
rowny 1. Traktujgc pole czworokata jako sume pdl czterech tréjkgtow widocznych na rysunku
otrzymujemy zaleznosc:

25 <dqd, +d,d; +dsd, +dudy



Wykorzystujgc te nierdwnos$é oraz nieréwnos¢ miedzy Srednig arytmetyczng a srednig
geometryczng otrzymujemy:
di+ dy + d3 +dy = (dy +d3) + (dy +dy) = 2/(d; +d3)(d, +dy)
= 2y/d;d, + dyds + dsd, + dyd; = 2V2S

3. W tréjkgcie prostokqgtnym dane sq dfugosci jego przyprostokqtnych. Na bokach zbudowano
kwadraty, a nastepnie wyznaczono szesciokqt jak na rysunku. Oblicz pole tego szesciokgta.
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Pola kwadratow i czerwonych tréjkatow prostokatnych policzymy tatwo.
Trojkat zielony:

P—lb _ _1b a 1 b
=3 csma—zcc—za
Tréjkat niebieski:
1 1
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Ostatecznie pole szesciokata:

1
P=a2+b2+cz+4-§ab=a2+b2+a2+b2+2ab=2a2+2b2+2ab



