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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Udowodnij wzor:

nn+1) 2
=

13+23+33+---+n3=[

Przeprowadzimy dowéd indukcyjny

1(14+1)

2
Dlan =1mamy13 = ( ) co jest prawda.

Zatéimy, ze 13 +23 + 33 4+ ... 4+ 13 = [n(nz+1)

_ [(n+1)2(n+2)]2 .

2
] . Chcemy dostag¢, ze
13+22+33+ - +n3+(n+1)?

Skorzystajmy z zatozenia indukcyjnego:

134+234+33 4+ +nd+(n+1)% = !n(nT-l-l)] (it 1)? = nz(n4+ 1)? +4(n1— 1)?
_m+D*(P+4(n+1) (n+D*(n+2)? [(n + D(n+ 2)]2
- 4 B 4 B 2

2. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n® + 2n jest podzielna przez 3.
Dan=1:n% + 2n=3
Zatéimy, ze n® + 2n = 3k. Chcemy pokazaé, ze (n + 1)3 +2(n+ 1) = 31

m+1)2+2n+D)=n®+3n?+3n+1+2n+2=n*+2n+3n>+3n+3
=3k+3n*+n+1)=3k+n*+n+1)

Mozna byto to prosto udowodni¢ bez stosowania indukcji, ale chciatem tu wyeksponowac
temat ostatniego koétka.

3. Udowodhnij, ze wszystkie liczby postaci 10017, 100117, 1001117,... sq podzielne przez 53.

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Oznaczmy nasze liczby przez a4, a,, ... Dla a4
sprawdzamy recznie, ze podzielnos¢ zachodzi. Niech zachodzi ona dla a,,. Liczba a, 4 jest
postaci 10a,, — 53, wiec jest podzielna przez 53, co korczy dowdd.



KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. lle jest dodatnich liczb catkowitych, ktorych najwiekszy dzielnik wtasciwy (tzn. dzielnik rozny
od 1iod danej liczby) wynosi 91?

Sa 4 takie liczby.

Taka liczba musi mieé postaé k - 91 = k - 7 - 13. Przyjrzyjmy sie takim liczbom:
-7 - 13 zgadza sie

- 13 zgadza sie

- 13 najwiekszy dzielnik wtasciwy to 2 - 91

- 13 zgadza sie

- 13 najwiekszy dzielnik wtasciwy to 3 - 91

- 13 zgadza sie
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Dla k wiekszych od 7 najwiekszym dzielnikiem wtasciwym bedzie k - 13.

2. Dla jakich wielkosci parametru k proste: kx + y = 2o0razx + ky = k + 1 przetng sie
we wnetrzu kwadratu, ktorego punkty A (2, -2) i C (-2, 2) sq koricami przekqgtnej?

Zauwazmy najpierw, ze dla k = 1 te proste sie pokrywajg, a dla k = —1 sg rownolegte. Jesli

k jest rozne od 1i -1 to punkt przeciecia ma wspotrzedne (k—:i,ﬁ), co otrzymamy

rozwigzujgc odpowiedni uktad réwnan. W zadaniu chodzi wiec o rozwigzanie uktadu
nieréwnosci:

Rozwigzujemy uktad nieréwnosci i stwierdzamy po uwzglednieniu zatozenia k # 1,k + —1,
zek € (—0,—1,5) U (0,1) U (1,)

3. Dla jakich wartosci parametru p rownanie
log(px®)
log(x +1)
ma doktadnie jedno rozwiqzanie?

Zatozenia:x > -1, x #0,p >0

Przeksztatémy réwnanie do postaci:
logysq px* = 2
(x +1)? = px?
p—1Dx?-2x—-1=0

Roéwnanie to ma jedno rozwigzanie gdy:

a) jest liniowe: zachodzidlap = 1

b) ma delte réwng zero: p = 0 - nie nalezy do dziedziny

c) ma delte wiekszg od zera, czylip > 0, ale jedno z rozwigzan nie nalezy do dziedziny:



e 0 nigdy nie jest rozwigzaniem

e Aby jedno z rozwigzan byto mniejsze, a drugie wieksze od -1 potrzeba by: ramiona
paraboli byty skierowane do goéry i wartosc dla -1 byta ujemna (co nigdy nie zachodzi)
lub ramiona skierowane w dét i wartos¢ dla -1 dodatnia, co zachodzi dlap € (0,1)

Ostatecznie dostajemy p € (0,1]



